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INTRODUCTION 


Lorsque, voilà quelques années, j'ai fondé, en accord 
avec mon édileur, celte Bibliothèque d’'Éducalion 
scientifique, j'avais un but précis : je m'adressais aux 
élèves qui ne sont pas assez favorisés pour suivre les 
leçons d'un professeur, ou à ceux mêmes qui possèdent 
un professeur ne sachant pas enscigner, el j'avais l'in- 
tention d'écrire à leur usage une série de petils vo- 
lumes pour les aider à comprendre. De là ce litre : 
Pour comprendre l’ Algèbre, La Géométrie, etc... 

On se tromperail donc étrangement si l’on cherchail 
dans ces pages, des lrailés complets d'une matière 
qui, généralement, demande une plus grande exten- 
5106. 

Je n'ai donc jamais cu la pensée d'écrire des 1 ύδπ- 
més, 611] faut le répéter sans cesse pour éclairer cer- 
tains criliques, assez rarcs d'ailleurs, qui m'ont re- 
proché de n'avoir pas, dans ces ouvrages, traité diffé- 
rentes queslions qui doivent s’y rattacher. 


VI IN l'RODUCTTON 


À plus forte raison fcrai-je remarquer qu'on ne 
saurait écrire une GÉOMLTIRIE ANALYTIQUE €n -Un 
petit volume de cette Collection. Nombreuses seront 
les lacunes qu’on y pourra relever; ch bien! encore 
une fois, je n'ai pas la prétention de donner aux 
élèves un traité de cette scicncc, mais une idée de 
l'esprit οἱ des méthodes qu'emploient les mathémati- 
ciens dans la Géométrie analylique. 

Afin d'être plus compréhensible ct de m'adresser à 
un plus grand nombre de lecteurs, j'ai évilé avec soin 
d'y introduire des dérivées οἱ des intégrales ; en agis- 
sant ainsi, je me suis sans nul doulc privé d'un pro- 
cédé aussi utile que fécond, mais j'estime qu'il n'est 
pas nécessaire d'employer toute les ressources de 
l'Analyse, lorsqu'on se donne le but d'inilier simple- 
ment les élèves à l'essence même de la Géométrie 
analytique. 

À celui qui désirerait éludier cette science plus à 
fond, je conseillerais d’abord de se perfectionner en 
Géométrie, car les deux ouvrages de cette Collection 
qui s’y rapportent, sont noltoirement insuffisants. 
C'est aussi la raison pour laquelle, de temps à autre, 
j'ai introduit dans le présent ouvrage quelques no- 
[105 dont je n'avais pas parlé auparavant, notions 
nécessaires pour comprendre cerlaines démonstra- 
tions de Géométrie analytique el qui sont du ressort 
de la Géométrie élémentaire. 
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J'ai laissé de côté certains aperçus intéressants sur 
Ics courbes se rapporlant aux équations du second 
degré, parce que ces questions ont déjà élé effleurécs 
suffisamment dans de précédents volumes. Aussi, 
donnerai-je à ceux qui vont aborder la lecture de ce 
nouvel ouvrage, le conseil de revoir avec soin la der- 
nière partie de la Géométrie dans l’espace (Courbes 
usuelles) et le Calcul différentiel où l’on ἃ abordé 
sommairement la discussion du trinôme du second 
degré. 

Mon but sera amplement alleint si, après avoir 
étudié consciencieusement cette Iniliation, le lecteur 
56 trouve à même de comprendre les gros traités de 
Géométrie analytique qui généralement brillent par 
leur logique οἱ Icur concision, sinon par leur clarté. 
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Qu'est-ce que la Géométrie Analytique ὃ 


4. Si vous avez étudié ou même seulement parcouru 
Pour comprendre le Calcul différentiel, vous avez pu vous 
apercevoir de mon embarras lorsqu’au début (n° 58), 
j'ai esquivé la question : Qu'est-ce que le Calcul diffé- 
renlicl? J1 n'est pas facile en eflet d'en donner une 
définilion à quelqu'un qui manifeste linlention de 
Pétudier, οἱ 1] en va de même pour FAlgtbre. 

Mais ici, nous sommes en meilleure posture, car 
vous avez Lous une nolion précise de l’Algèbre et de la 
Géométrie ordinaire à deux el à trois dimensions. 
Eh bien, la Géométrie analylique, dans sa généralité, 
n'est que l'application de l’Algébre à la Géométrie. 


MOREUX. — Géométrie analytique. 1 
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Donnons maintenant quelques exemples. Lorsqu'en 
Géométrie plane, j'ai voulu vous fournir une démons- 
tration du fameux théorème de Pythagore, concernant 
la relation entre l'hypolénuse el les deux côtés de 
l'angle droil d’un triangle rectangle, rappelez-vons 
que tout d'abord (v. Géom. plane, n° 168) nous avons 
démontré la célèbre proposilion : αὐ -- D? €, non 
par une figure géométrique, mais par la scule combi- 
naison de formules algébriques Lirécs de relations 
déjà connues. Nous usions alors de méthodes analy- 
liques, Lrès simples sans doute, inaïs dont le principe 
est le même que celles que nous étudierons dans cet 
ouvrage. 

Ainsi, comme M. Jourdain faisait de la prose sans 
le savoir, vous avez fait de la Géométrie analytique 
sans vous en douter. 

— Aussi simple que cela |! penserez-vous. 

— Non, pas lout à fait; et la preuve, c'est que la 
dernière lecon de la Géométrie dans l'espace, qne jai 
intitulée : Un peu de Géométrie analytique, présentait 
déjà quelques difficultés. Gelles-ci vont devenir plus 
uombreusos ἃ mesure que nous avancerons Οἱ, j'averlis 
mon lecteur, qu'arrivé à la fin du volume, il aura à 
peine franchi le seuil de celle science dont je me pro- 
poso de lui donner ici une simple tuiltation. 

Ainsi, Géométrie et Algèbre se présentent de telle 


sorle qu'à un moment donné, il devient difficile de dis- 
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tingucr entre les deux οἱ la raison cnest facile à saisir. 
Dès lors que la Géométrie s'occupe des propriclés des 
figures planes ou dans l'espace, que ces figures sont 
liées en toules leurs parties au moyen de relations 
d'angles ou de grandeurs linéaires qui sont toujours 
exprimables en nombres, c'est-à-dire mesurables, 
nous retombons forcément dans la science de la quan- 
tilé ; à ce moment nous avons donc besoin de [ἃ 
science des nombres pour cxprimer nos résultats οἱ 
par conséquent d'Arilhmétique et d'Algcbre. 


2. L’ Algèbre appliquée à la Géométrie. 


Pour vous donner une pelite idée de la fécondité de 
la méthode, je vais résoudre avec vous un problème 
Lrès simple de Géométrie au moyen de l'Algèbre. Sup- 
posons qu’on nous donne le problème suivant : 

Inscrire un carré dans un triangle. 

Soit le triangle ABC dont on connaît La base AG = b 
el La haulcur BH = A, On demande la valeur du côté 
du carré qu’on peul inscrire dans ec triangle (fig. 1). 

Ce carré est représenté par la figure à, qui est exac- 
lement dessinée; mais par quel moyen le dessinateur 
est-il arrivé à ce τόδε! Voilà la question ἃ ré- 
soudre. 

\ppelons l'Algèbre à notre secours οἱ vous allez 
vous rendre comple des services qu’elle peul nous 


rendre. Je ne connais pas la valeur du côté du carré, 
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je l'appellerai donc + : c’est l'inconnue. Maïs, à re- 
garder les figures 1 ct 2, je m'aperçois immédiate- 
ment qu'il s'agit de fixer la posilion d'une parallèle 
MN à la base, de telle sorte que MN = x. 

J'ai alors deux triangles semblables, un petit 
triangle BMN et un grand, ABC. 

Le grand triangle ABC a pour base D et pour hau- 
teur À. 

Le petit triangle BMN ἃ pour base x et pour hauteur 
R— x. 

Nous pourrons donc écrire la proportion suivante : 

b IAE l'or bh ere ED 
cu a eh ra MNT SUD MES UD M 

Mis sous la dernière forme, Je résullat nous 
indique que le côté x du carré cherché est une qua- 
trième proporlionnelle aux quantités ἢ, ἢ οἱ b + h. 
Or, si nous représentons ces quantités par des gran- 
deurs linéaires (en millimètres par exemple), nous 
pouvons graphiquement trouver la valeur correspon- 
dante de x. 

Le n0 157 de la Géométrie plane nous indique com- 
ment on construit une quatrième proportionnelle. 
Pour le cas qui nous occupe, nous allons, sur une 
droite quelconque (fig. 3), prendre deux segments ἢ 
ct ἢ: nous aurons ainsi ΟἿΣ = b - ἢ. Du point Ὁ, je 
tire uuc droile faisant un angle quelconque avec OI 


et je prends OF — bp, Si maintenant je joins EF et que 
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je tire DG, parallèle à EF (le point D séparant les 
deux segments ἢ el b), OG égalera %, car je pourrai 
éCrire : 

Ἢ b 


ον 
------ --- .-“--...-.-.-..-- . 


ἐι ὑπ5.4.11) 


en raison de la similitude des triangles ODG et OF 


EL nous voici amenés sans effort à la solution cher- 
chéc. 

Si l'on vous ἃ fixé des grandeurs exprimées en 
unités lincaires (mètres, centimètres ou millimètres), 


il vous sera facile de construire la figure 3 à l'échelle 
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ct ainsi de trouver graphiquement le côté du carré à 
inscrire dans le triangle donné. 
Voici maintenant un second exemple presque aussi 


simple. 


83. Autre exemple. 


Trouver l« base d'un lriangle de hauteur donnée οἱ 
dont la surface soil équivalente ἃ celle d'un carré 
donné (fig. 4). 

Appelons x la base 
cherchée et } la hau- 
teur dun triangle: ς 


étant le côté du carré 


ν᾿ Η ‘ donné, Il est évident 
Fig. 4. qu'on pourra immé- 
diatement écrire : 
2 


ce qui nous indique que ὁ est wioyenne proportion- 


ὦ h 
nelle entre la base & οἱ la demi-hauteur (= . Or, la 
‘3 


Géométrie plane nous indique plusieurs façons de 
construire nne moyenne proportionnelle ; nous n'a- 
vons que l'embarras du choix : arrêlons-nous à la 
construction indiquée au n° r78 qui repose sur une 
relation de Ja hauteur et des segments qu'elle déler- 
mine sur l'hypolénuse dans un triangle rectangle. 

Sur une droile indéfinie prenons BH τὸ 4/2 ; en H 
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élevons une perpendiculaire HA = ce Joignons BA οἱ 

en À élevons une perpendiculaire à BA qui rencontrera 

BH prolongée, en GC. HG représentera la valeur de +. 
On ἃ, en cffel, d'après le n° 166 (Géom. plane) : 


4. Troisième exemple. ac. \ 

Parlager une droite AR en deux parties telles que 
le rectangle qu'elles Jorment soil équivalent à un carré 
donné. 

Supposons le problème résolu ; nous pouvons voir 


dans la figure 9, ana- 


logue à la précédente, / 


que Ja hauteur © est 


.— 


moyenne proporlion- 


nelle entre € οἱ &« — ἃ. TRES | HN ESaba τς 


Ici, € = côlé du 


lig, 5. 


carré ; ἃ = l'un des 
segments de la droite entière a et ὦ — x est le second 
segment. 

Pour trouver H,il nous suffira d'élever à Fextré- 
mité G de la droite BG une perpendiculaire CD = c. 
En D, menons une parallèle à la base BC, cette paral- 
lèle coupera la 1/2 circonférence, lracée sur le dia- 
mètre BC, en un point À qui sera le sommet d'un 
triangle rectangle BAG dont AI = ὁ sera la hauteur. 
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Nous pourrons dès lors écrire la relation : 
(a—+) x = €. 
En résolvant cetle équation, nous allons pouvoir en 
déduire un résullal inléressant que ne nous donne pas 
la Géométrie, du moins directemenL. 


On a en cflet : 


3 
y" : τους τ-ὸ οι χ : ἘΞ’ ........ — τ Λα- a -- 3 


Ces deux valeurs sont posilives, parce que 


) 


«a | se - d° 


ns Γ 
( Ô 
que — . 
»" 
Si l'on ajoute d’ailleurs x’ ἃ x’',on ἃ (Algèbre, n° 146): 
x'+r" -Ξ αι, 

ce qui nous apprend que chacune des racines (1 οἱ 4) 
représente un des côtés du rectangle cherché. En 


outre, la parlie comprise sous le radical devient 


᾿ . . ( . 
imaginaire lorsque € surpasse 1/2 α (οι +) cl ceci 
D) 


A] 


nous indique que le côté du carré ne doit pas dépasser 
la moitié de la droite donnée pour que le problème 
soil possible. 

Reportez-vous en effet à la figure 5; il est évident 
que si ec dépasse le rayon de la 1/2 circonférence, la 
parallèle ne coupera plus celle 1/2 circonférence. Tout 
au plus, le côté du carré peut-il égaler le rayon de la 
circonférence construite sur BC, auquel cas la parallèle 


+ Οὐ ne peut être monde que ἫΝ ou 
Ί 
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deviendra tangente el la hauteur AIT divisera l'hypo- 
ténuse en deux segments égaux. Le triangle rec- 
angle BAC sera isocële. 

À la vérité, ces résullals sont bien indiqués dans la 
figure géométrique, mais ils y sont contenus implici- 
tement ; il faut faire un effort de raisonnement pour 
les apercevoir, tandis que notre formule algébrique 
les donne d’une manière explicite οἱ sans que nous 
ayons à réfléchir. 

Voilà une supériorité incontestable el qui s’affir- 
mera de plus en plus à mesure que nous pénétrerons 
plus avant dans la Géométrie analytique proprement 
dile. 


CONSTRUCTION DE LONGUEURS. 


Ainsi, nous commençons à voir très clairemenL que 
des formules aluébriques, même compliquées, peu- 
vent être représentées géomélriquemen£. Sans vouloir 
m'élendre outre mesure sur ce sujel, il m'a semblé 
néanmoins opportun de donner ici quelques indica- 
Lions très simples. 

Nous allons distinguer tout d'abord deux sortes 
d'expressions : celles qui ne conticnuent aucun radi- 


cal et celles qui contiennent des radicaux. 


5. Longueurs dont l’expression ne contient pas de 
racines carrées. l'outcs 50 ramènent a rechercher une 


qualrième où une {roistème proporlionnelle. 
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19 L'expression type, pour ainsi dire, est la sui- 
vante : 


Pr (1) 


x est une 4€ proportionnelle entre ἃ, b οἱ 6 οἱ nous 
savons la construire (v. Géométrie plane, n° 177). 
29 Si l’ou ἃ à construire : 


1 Ξε => (2) 


cela revient au cas précédent puisque l'on peut 


écrire, en transformant Ὧ: [ À 


30 On se trouve quelquefois en face d'une expres- 


sion de caltc forme : 


2 
T=—. (3) 


Pour construire æ on transformera celle dernière 


expression cn la suivante : 


ς a | 


où æ est ce que l’on appelle une froisième proporlion- 
nelle. 

Dans nos précédents volumes, il n'a pas encore été 
question d'une Lelle quantité, nous allons donc en 
donner une définition : 

On nomme troisième proportionnelle à deux nombres, 
le quatrième lerme d'une proportion qui a pour pre- 
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mier terme, le premier nombre donné, ct pour 
moyens le deuxième nombre. Ainsi esl une lroïsième 


proportionnelle à 4 el à 6, car on a : 


{ CRE € « 
+ - — . S] l'on pose — = — 
6 9 a x 


on voit que x est une troisième proportionnelle à € οἱ 
à 4, car € el æ sont les extrêmes, landis que les 
moyens sont tous deux égaux à α Οἱ ct — αἱ", 

Π s ensuit que a est moyenne proporlionnelle entre ἃ 
et x. 

De toutes manières, en considérant l'expression (3) 
sous Ja forme (4) on 054 ramené à construire une 
quatriéme proportionnelle. 

4e Si l'on ἃ une expression de celte forme : 


; (8) 


(6 
αἰ ὑ᾽ «' 


ab , ; ; 
ON pose α -- ——, qu'on construit tout d'abord. De 


NES a Cl 
cette façon æ se réduit à x: ΤΗΣ On pose alors 
D! 
αἴ" \ 5 (ἷ 
VE "à Οὐ ΟΝ construit $. On n'a plus que x — à : 
) € 


que l'on construit finalement. 
90 On peul encore avoir à conslruire une ligne qui 
soil à une ligne donnée a dans un rapport donné m/n. 
On ἃ alors : 
x m 


SO curl G 
u nl () 
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ce qui revient à une expression de forme connue, 
soit : 

am 

nl 


Quand celle opération doit être effectuée sur un 
grand nombre de lignes a, b, €, d, cic..., avec un même 
rapport m/n, on ἃ grand avantage à cmployer le 
compas de réduction qui a été décrit dans la Géomé- 
trie plane (n° 163). 


6. Construction de longueurs dont l’expression ren- 


ferme des racines carrées. 


1° Souvent on est amené à une expression qui ren- 
ferme une racine carrée. En voici un premier exemple : 

(D ἀς γαῖ our=Va—P (8) 

Dans le premicr cas, + représente tout simplement 
l'hypolénuse d'un triangle reclangle dont a οἱ b 50- 
raient les côtés de l'angle droit. 

Dans le second cas, x est un côté de l'angle droit. 


2° On peul aussi avoir une expression de celte 


forme: ., 

On pose alors αὐ + D? = αὐ el on construil &?. Il reste 
dont ν a? + © el l’on est ramené au cas précé- 
dent. 

30 Si l'on ἃ: 


FES ν΄ αὖ (10) 
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On 86 trouve dans le cas de la construction d’une 
moyenne proportionnelle puisque l'expression précé- 
dentie peut s’écrire : 

x? = ab. 

On peut alors choisir, suivant 105 cas, l’un des 

moyens suivants : 


10 On s'appuie sur le théorème de la tangente et de 
la sécante, issues d'un même point et menées à unc 
circonférence (Géom. plane, n° 165) ; 

2 On peut avoir aussi recours au Lhéorème de la 
corde issue de l'extrémité d'un diamètre (Géomm. plane, 
5.107) ; 

3° Ou bien de la demi-corde perpendiculaire ἃ un 
diamètre (Géom. plane, n° 166); 

45 Si l'on avait à construire : 

τῶν αὖ cd — cf (11) 

On poserail ab — à?, cd = βῆ, ef = γῆ; x deviendrail 
alors : 
expression qui rentre dans le n° 2 étudié un peu plus 
haut ; | 

be Soil enfin à construire : 
αὐτὰ 
αν τς 


Mais nous avons vu au n° précédent (4° cas) que 
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nous pouvons construire une expression de cette 
forme : 

abc 

db 

On'aura donc x — ν ad que nous savons cons- 
ruire : 

60 Si l'expression de Ὁ renferme une longueur ἃ 
multipliée par une racine, on fcra rentrer a sous le 
radical et on sera amené à une expression déjà éludiée. 

Exemple : Soil à construire l'expression : 

= a V5 (12) 

On aura, en faisant passer a sous le radical : 


ἫΝ, ν΄ ὃ αὐ = a x 5a (moyenne proportionnelle). 


Problème. 
7. Construire deux droiles, x el y, connaissant leur 
somme el leur produit (fig. G). 


Le produit de deux droites, en Géomélrie, peut tou- 
jours être assimilé à un rectangle de côtés &, y; donc 
à un carré équivalent, de côté k ct l’on pose : 

Xy -- [ὦ 
où l'on voil que Καὶ est moyenne proportionnelle entre 
TC y. 
Soil mn la somme de x ct de y; on aura les données 


SULIVAnEes : 
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Sur une longueur m considérée comme un diamètre, 
décrivons une demi-circonférence. À une extrémité 
élevons une perpendi- 
culaire de hauteur égale 
ἃ k et traçons une paral- 
lèle qui coupera la 1/2 
circonférence, comme 


dans le problème n° ἡ 


Fig.. 6. 


déjà éludié. Du point 
de rencontre abaissons une perpendiculaire sur le dia- 
mètre, celui-ci scra divisé en deux segments x et y. 
On a en effet : 
Tati et  - UT τῷ ΤῊ. 

8. On pourrait aussi regarder ἃ ct y comme les ra- 
cincs d'une équalion du second degré, car nous avons 
appris (v. Algèbre, n°° 146 οἱ 169) qu'entre les racines 


on a les relations : 
LATE CD 


| 


et x! x"! Æ 4 
l'équation élant de la forme : 
LL ρα ἢ τευ 
mais ce cas relève de la discussion du trinôme du 50- 
cond degré el je renvoie le lecteur au volume du Calcul 
différentiel. 
La première solntion donnée plus haut esl lrge- 


ment suftisante. 
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QU'EST-CE QUE L'HOMOGÉNÉITÉ Ὁ 


9. On dit qu'une équation cst homogène lorsqu’après 
en avoir chasse les dénominatcurs et les radicaux, les 
deux membres et fous leurs termes ont le même 
degré. 

Ainsi nous avons vu en étudiant les triangles sem- 
blables qu'on peut écrire : 

UE dion db se hr 
ὑ' 

La première égalité élait donc homogène. On voit 

de même que les formules : 

Dr QD οἱ Οὐ τι Dit οἷ 
que nous avons rencontrées en Géom. plane, sont 
homogènes. 

ΠῚ arrive parfois que dans certaines formules comme 
celle du rectangle, du triangle ou de la pyramide, on 
a des expressions qui ne paraissent pas homogènes au 
premier abord : 

S = bh (surf. du rectangle) ; 
S = c (surf. du carré) ; 


S — 1/2 bh (surf. du triangle): 
π᾿ "ΝΣ 
V = base Χ a (volume de la pyramide). 


Mais il laut remarquer que la lettre S représente une 
surface, donc un produil de deux lignes, de deux lon- 


gucurs, par conséquent une quantité du 25 degré. De 
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même V, qui signifie volume, représente le produit de 
rois longucurs, donc une quantité du 3° degré. En 
lenant compte de ces remarques, on voil que les for- 
imnles précédentes sont bien homogènes. 


10. En règle générale, loule formule relalive à des 
longueurs est homogène par rapport aux leltres qui 
représentent ces longueurs, pourvu que celle formule 
ne suppose pas qu'une des lignes de la figure ait élé 
prise pour uni. 

Si celte condition est accomplie, les deux membres 
d'une équalion restent homogènes el de même degré, 
quelles que soient les lransformalions qu’on fasse su- 
bir aux formules. 


11. La condition, avons-nous dit, est que l'unité de 
longueur doit rester arbitraire ; dans le cas contraire, 
en effet, une formule telle que : 

ΞΕ: ΝΣ 
ne resle plus homogène, si l'on prend € pour unité, 
par excimple. On a en effet : 

(Ὁ -- ὑ5.Ε.]ὃ 


qui n'offre plus d'homogénéité. 


12. 11 y ἃ là un moyen précieux pour reconnaître 
les fautes dans les calculs Titléraux. Si, après avoir 
ransformé une équalion, on s'aperçoit qu'elle n’est 


MONEUX. — (Géométrie aualytique, # 
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plus homogène, on est averti par là même qu'on ἃ 
cominis une crreur en cours de route. 


13. Donnons encore quelques indications sur l’ho- 
mogénéité dans [05 expressions algébriques. 

19 Si l'on a affaire à un polynome entier, celui-ci 651 
dit homogène lorsque lous ses termes sont du même 
degré. 

Exemples : 
αὐ + 2? — be cest homogène et du 28 degré 


α" — b n’est pas homogène. 


ss Si l’on considère une expression fraclionnaire 
ayant ses deux termes homogènes, celle expression 
est elle-même homogène el son degré cest la différence 
des degrés de ses termes. 

Exemple : 


a — ἢ" 
-- ΄ est homogène et du 11 degré (2 — 1) 
Œ — D: à LAS 
est homogène et du degré λόγο (2 — 2) 
ec 
«l 


CSN πεν et du degré — 1 (1 — 2) 
(" — bd 8 ( 


Mais l'expression fraclionnaire : 


n'est pas homogène. 
cs — εἰ 
3e Une racine carrée est homogène lorsque l'expres- 


sion placée sous Ie radical est elle-même homogène. 
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Dans l'exemple suivanL οὗ l'on a : 
ναὶ. μ᾽, on peut dire que la racine est homogène 
et son degré οϑί la moilié du degré de la quantité mise 


sous le radical ; donc elle est du 1°" degré, 


CONSTRUCTION DES ÉQUATIONS DU SEGOND DEGRÉ 
A UNE INCONNUE. 


14, Avant d'aborder la vraie Géométrie analylique, 
il ne sera pas sans intérêt pour le lecteur de connaître 
comment l’on peut construire les deux valeurs de l'in- 
connue %, déterminée par une équalion du second 
degré, sans avoir besoin de résoudre l'équation elle- 
même. 

L'équation du second degré se présente sous la 


forme générale que nous avons étudiée en Algèbre : 
13 + pT + ἢ = O0. 
Elle admet 2 racines 2’ el z’’ et l'on a toujours : 


. ΝῊ -[- vw! -Ξ — P - 
LOT EN 


Ceci rappelé, rendons positif le terme en a? de cette 
cqualion ct faisons passer dans le membre qui ne 
contient pas 2? tous les autres termes. Quels que 
soient les signes de ces dernicrs, nous n'arrivorons 


qu'à l'une des quatre combinaisons suivantes : 
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= + pt—q οὐ —pr+q=0 (13) 
=—pl—q OÙ © +pL+q—=0 (14) 
= — DL + Où αὐ Ἐρπ--ιῃ τὸ (15) 
= +pT+q οἱ T—pt—y=0 (16) 


10. Cas : τ = + pr —q (18) v. fig. 7. 

15. Pour construire les racines de celle équation, 
nous allons décrire une 1/2 circonférence sur un dia- 
mètre AB = p. À l'une des extrémités À élevons une 
perpendiculaire de hauteur AC — V4 puis irons 
CMM' parallèle à AB. Nous aurons MH V4 puis- 
que Mk NE 

Mais MI est moyenne proportionnelle entre [08 
deux segments AH = + et HB = p — x qu'elle déter- 
mine sur AB ct l’on peut écrire : 

ὩΣ ἀνίσως ΟἿ 
COTE enr 
QU y=t(p—x) Oôucencorc ᾧ = μὰ -- αϑ 


d’où l'on Lire : 
= Ἐρχ--- OÙ DT +4=0 (18) 
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L'une des racines de celle équalion (13) est donc 
All: et comme l'on aurail élé conduit à la même 
équation en prenant, pour %, AI’ au lieu de ΔΗ, 
l’autre racine sera AN’. 

D'ailleurs MEL -- Mit — ν΄ ᾳ cten faisant ΛΗ’ -- x, 
on trouverait H'B — p — αὶ οἱ l’on aurait encore 
4 = x (Ρ — x), donc q = pr — αὐ comme précédem- 
men. 

Si maintenant l'on résout l'équation (15) on a : ? 


D D° 
TC = no. — ( 
2 l 1 
2 ) — 
Lorsqu'on ἃ -᾿-- οὐ -Ε- ' iLé 
rsqu on à ἢ < 4 ou à - V4 , La quantité 


sous le radical devient imaginaire ct c’est ce que nous 
avons déjà lait remarquer dans un cas analogue (pro- 


blène n° Δ); dans ce cas æ ne peut avoir aucune 


valcur réelle, car la perpendiculaire MH ou ν 4 dé- 
. 52 Nr eric 
passerait _ en valeur absolue, c'est-à-dire le rayon 
2 


de la 1/2 circouférence, ce qui cst impossible, 


2° Cas : 1) κε΄ - ρῦ qi): 

16. En résolvant cette équation, on voil que les 
racines sont celles de l'équation précédente (13) mais 
prises négativement. La valeur absolue ne change pas 
et l’on aura pour les racines : — AIT et — AT, ce qui 


nous conduit à la même consiruction (fig. 7). 


li 


Cnil 
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3e Cas : 2° — — px + q (15) v. fig. 8. 
17. Avec un rayon égal à 1/2 p, décrivons une 1/2 
circonférence ATB; menons à celle-ci une tangente 


égale à \/ g ; désignons par x la partie AC comprise 


entre l'extrémilé À du diamètre οἱ le point d'intersec- 
tion de la langente TG avec ce même diamètre pro- 
longé ; nous avons CT moyenne proportionnelle entre 
la sécante entière p --æ οἱ sa partie extérieure x 
(Géom. plane, n° 165) maïs CT - 
clonc écrire : 


V 4 . On pourra 


{= T(p + T) 
d'or A + PL = OÙ δι -- ρα +4 


OU CHCOFE : αὐ +pi—qg=0o (15) 


Celle racine GA étant connue, Fautre se trouvera 
facilement. CA représentant αἱ, celle à déterminer 
sera αἱ οἱ l’on ἃ: 

L'+ Lo — jp) 
" 


donc : L'=—%—p 
οἱ : 2" = --- ΟΛλ —p = -- (CA + p) = CB 
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c'est-à-dire que +” vaudra la sécante entière en va- 
leur absolue, 


4C Cas : αὐ = + px + q (16). 


18. Si l'on résout celle équation, on verra immédia- 
lement que les racines sont les mêmes que celles de 
l'équation précédente mais prises en signes con- 
Lraires, d'où (fig. 8) : 

Li CA 
Le QE 


DEUXIÈME LEÇON 
LE POINT ET LA DROITE 


Avant d’éludier celle seconde leçon, le lecteur fera 
bien de s’assimiler 165. notions développées dans la 
première leçon du Calcul différentiel. Nous y avons 
défini les fonctions ΟἹ, les variables et nous n’y revien- 
drons pas au cours de cette nouvelle Initiation à la 
Géométrie analytique. 

Aujourd'hui, nous nous contenterons de reprendre 
en parlie celte leçon intitulée : Fonctions el variables 
el surtout nous aurons soin de compléter ce qui ἃ 


lrait aux coordonnées οἱ à la ligne droite. 


19. Toute ligne étant composée de points, on sent 
dès l'abord que, si l'on νοῦ} représenter les lignes 
droiles ou courbes par des équalions, en d'autres 
iermes, si nous voulons lier entre eux différents points 
de ces lignes par des formules, nous serons dans la 
nécessité, au préalable, de nous entendre pour fixer la 


position d'un point. 
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Nous distinguerons donc les points qui sont répartis 
sur une surface plane de ceux qui sont dans l’espace. 

Et de même qu'il existe une Géométrie plane et une 
Géométrie dans l'espace, on conçoit facilement qu'il y 
aura une Géométrie analytique plane, à deux dimen- 
sions, et une Géomélrie analylique à trois dimensions 
ou dans l’espace. 

La première n'aura donc à s'occuper que des rela- 
{ions existant entre figures planes, tracées surun plan, 
surface que nous avons définie dans les précédents 
volumes. | 

En Géométrie analytique à trois dimensions, le 
mathémalicien ira plus loin οἱ traitcra des relations 
qui peuvent exister entre figures représentant des 
volumes, par exemple. Cette sorte de Géométrie s’ap- 
pliquera donc aux figures que nous avons étudiées 
dans la Géométrie dans l’espace et dans la Descrip- 
tive. Il y a là un programme extrêmement étendu οἱ 
vous pensCcz bien que dans cette Initialion, il nous 
sera lnpossible de tout aborder. 

Nous nous conlenterons donc, dans le présent 
ouvrage, de vous initier aux méthodes qu'emploient 
les mathémathiciens dans la Géométrie analytique à 
deux dimensions, à celle qui s'applique aux figares 
tracées sur un plan. En possession de l'esprit de ces 
méthodes, le lecteur pourra ensuile aborder avec 
fruit l'élude de traités plus complets et écrits en un 
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langage difficile à comprendre si l'on n’esl pas énifié 
auparavant par la lecture d'ouvrages élémentaires. 


Comment on fixe la position d’un point sur un plan. 


20. Une surface plane nous étant donnée, voyons 
comment on fixe la position d'un point sur celle sur- 
face. 

Voici une grando feuille de papier à dessin. Δ laide 
d'un crayon, je marque un point M, par exemple; 
puis, d’un coup de gomme, je l’efface ; comment le 
retrouverai-je ? À un tel problème il n'exisle qu'une 
solution. Rapporter la position du point M à des 
lignes de repère; par exemple, donner la dislance (en 
unités de longueur) du point M, au côlé de gauche 
(hauteur) de ma feuille ; puis, sa distance au côlé qui 
sert de base à cette fouille que je suppose reclangu- 
laire (fig. 9). 

Si, par exemple, le point M est à 4o millimètres du 
côlé de gauche el à ro millimètres de la base, il est 
évident que la position sur la feuille sera repérée une 
fois pour loutes. 

J'obtiendrais un résullal analogue si, au préalable, 
je traçais à l'encre, sur ma feuille à dessin, deux 
lignes droites qui se couperaient à angle droit (fig. 10). 
Pour oblenir la position d'un point M, je dirais sim- 
plement : le point M se trouve dans l'angle YOX, à 
ho millimêtres de la droite OY οἱ à vio millimètres 
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de la droile OX. Ces deux distances qui suffisent pour 
fixer la posilion d’un point sur un plan, sont ce que 
les géomètres appellent les coordonnées rectangulaires 
{ou orthogonales) du point M. 


μι. 9. l'ig. 10. 
Comment on repère un point sur un plan. 


Pour faciliter le repérage, on peut se servir de pa- 
pier quadrillé ; l’écartement régulier du quadrillage 
servira d'unité linéaire pour mesurer les coordonnées. 

Les droiles de repère OX, ΟΥ̓, sont les axes : on 
dit alors pour OX, axe des %, et pour ΟΥ̓́, axe des y. 
La distance d'un point M à l'axe des + se nomme 


ordonnée el on peut 1 compter sur l'axe des y. 


La dislance de ce même point M à l'axe des y, se 


nomme abscisse el on peut la compter sur l'axe 


des æ (1). 


(1) L'axo des x est souvent appelé ligne des abscisses ; l'axe des y, 


ligne des ordonnées. 
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On voit en effet dans la figure τὶ que M se trouve à 
une distance 3 de OX et comme MA — BO = 3, on 
peut compter les unités aussi bien sur MA que sur 
BO. 


M 
BERNIE RS δὴ 
240 
ER 

She 

is 
abscisses ὃ.) 

O0 PSS: DETAR X 
Tr δες A A 
Fig. 11. Lig. 12. 


Comment on compte les abscisses ΘΕ les crlonnées. 


De même comme AO - BM - 4, on peut compiler 
la distance 4 qui sépare M de l'axe des y, ou sur BM, 
ou sur OA, axe des +. 

De Loutes manières on aboulil à ce résullat : 

L'ordonnée du point M égale 3, ce qu'on exprime 
en disant y — 5. 

L'abscisse du point M égale 4, ce que l'on exprime 
en disant αὶ -- 4. 

Ainsi, æ est synonyme d’abscisse ; οἱ y, synonyme 
d'ordonnée. 
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Utülité des coordonnées. 


21. L'ulilité des coordonnées dites carlésiennes, 
parce que c'est Descanres qui 05. ἃ imaginces, va 
nous apparaître immédiatement, lorsqu'il s’agit de 
représenter graphiquement une fonction. 

Soit par exemple l'équalion : 

y -.- 3, 
dans laquelle x est une variable indépendante οἱ y est 
fonction de x, ce qui s'écrit, comme nous l'avons vu : 
y — f(x): 

Assignons maintenant à æ des valeurs successives ; 
nous aurons pour 7 autant de valcurs correspon- 
dantes : 


pOur Z = I ON aura ἢ æ 8 X 1 OÙ || = 9 
T= ἃ » "εξ. ὦ XI LOU y 0 
Δ = ὃ » = MES οὐ ἢ Ξ Ὁ 


Ainsi pour Δ — 1, nous aurons y = ὅ; 1 οὐ 3 peu- 
vent donc êlre considérés comme représentant la va- 
leur de l'abscisse et de l’ordonnée d’un point M du 
plan (fig. 13). Appelons M” et M les points de co- 
ordonnées (Ὁ = ἃ; y τῷ 6), ( = ὃ; y = ()); nous 
voyons que ces Lrois points sont en ligne droite, 

En allendant que nous en sachions la raison, nous 
pouvons dire que celle droile qui passe par l'origine, 
lorsque æ = ὁ et y — o, représente graphiquement les 
varialions de la fonction y — 3x, dans lintervalle des 
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valeurs o et 3 que nous avons assignécs à la variable 


indépendante +. 
Inversement, une équalion de la forme indiquée 
pourra loujours être représentée par une droite pas- 
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DEAR EAne ες τ 
> ὯΝ 

Δ Δ ΝΗΝῚ: 
Ὡς ἮΝ 

CE DER EEE 
t 0) 
5 S 
SU St REA die Le 
δῷ τὰς 


΄ 


Χ 


Valeurs de x 


Fig. 13 — Représentation l'ig. 14. -- Représentation 
de la fonction y == 3 x. de la fonction y — 2 x. 


sant par l'origine O des coordonnéos, et un point quel- 
conque M de la droite nous indiquera immédialomeut 
les valeurs attribuées à la variable ainsi que celle!de 
la fonclion. 
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: pue +107: 

À la seule inspection de la figure 14, par exemple, 
nous voyons que la droite passant par l'origine repré- 
scenic l’équalion y — 2x, car si l’on donne à %, je sup- 
pose, la valeur 3, on obtient y - 6 ; c'est ce que 


montre en cflet la figure 14. 


‘ig. 15, — Conventions relatives aux abscisses 
ct aux ordonnécs. 


Mais si l’on assigne à la variable indépendante des 
valeurs négalives; si, par exemple, dans l'équalion 
y — 3%, je donne successivement à + des valeurs — 1, 
— 9, —3,il ya licu de se demander ce.que donnera 
la représentalion de la fonction, car nous aurons pour 
y les valeurs successives : --- ὃ, — 6, — 9. 

H y ἃ donc lieu de poser de nouvelles conventions 


qui sont résumées dans la figure 19. 
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22. Conventions. 


Il ἃ en cffel été convenu que : 


0 


| 


Ξ 
ω 


Fig. 15. --- JRésumé des conventions relatives aux signes 
des abscisses et des ordonnées. 


10 Pour un point M, silué au-dessus de l'axe des x 
οι & droile, on ἃ : 
æ positif el y posilif 
2° Pour un point M,, situé au-dessus de l'axe des x 
el ἃ gauche, on ἃ : 
x négatif et y positif 
3° Pour un point M, silué au-dessous de l'axe des x 
et à droile, on ἃ : 
æ positif ct ynégatit 
he Pour un point M:, silué au-dessous de l'axe des x 
οἱ à gauche, on à : 
x négatif el y négatif. 
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En résumé : 

Abscisses posilives à droile de l'axe des y ; 
—  négalives à gauche ες : 
Ordonnées posilives au-dessus de l'axe des x ; 

-- négalives au-dessous -- 


23. Exemples. Reprenons la fonction précédente 


y = 3x οἵ attribuons à x des valeurs négalives : — 7, 
— 2, — 3, nous voyons que Îles valeurs correspon- 


dantes de y sont représentées suivant nos conven- 
lions par la droile MO prolongée et passant par m, 
nr, οἷο... (fig. 16), car m a pour coordonnées — 1 el 
— ὃ; de même, on a pourm : Ὑ ΞΞ — ἃ οἵ ἢ} τὸ — 6. 
Enfin, on peul imaginer une droile (fig. 17) symc- 
trique de MOm de la figure précédente et l’on verra 
que dans ce cas, elle correspond à Ia fonclion ἢ. —3%. 
Le cocflicient de κ᾽ élant, en cffel, supposé négalif, 
si l'on donne à æ successivement des valeurs néga- 


lives, c’est-à-dire — 1, — 2, — 3, on aura, dans le cas 


de y = — 3x: 
pOur € = —1 YU=—35x—1= +5, 
ἃ = —32 U=—3 x —2= Εὖ] 
DT - ὃ YU=—3*x—3= 40 


C'est ce que montre la droite M, M’, M”, dans la 
figure 17, dans la parlie située au-dessus de l'axe 
des x. 


MONEUX. — (iéomélric analylique. à 
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On y peut voir également que celte droite MO 50 
prolonge au-dessous de l'axe dos x et les points m, m', 
ται" répondent alors à des valeurs postlives de x, c’est- 
à-dire à ὦ = +1, + 2, ὁ 8; car, dans ce cas, y de- 
vient successivemen : 


« » 
YU=—3xX Ὶ κα -- ἢ 
Yy=—3X2—=—06 
U=—3xX3—=—9 


Équations du point. 


24, La conclusion à Lirer des notions précédentes 
est Œœue la position d'un point sur un plan, posilion 
rapporlée à deux axes qui se coupent à angle droit, 
est fixée si l'on connaît les valeurs respeclives « οἱ fi 
des coordonnées x et y de ce point ; en d'autres lermes 
si l'on ἃ les Équalions : 

L = @, y = Ρ. 
On a donné à ces équations le nom d’égualions du 


point. 


Système des coordonnées obliques. 


25. Jusqu'à ce moment, nous avons envisagé pour 
pos coordonnées un systéme d'axes reclungulaires, 
c'est-à-dire faisant entre eux un angle droil; mais 
loutes nos conclusions subsisteraient telles quelles si 


les axes faisaient enire eux un angle quelconque ἢ, 
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20} 


fig. 4162 Rcprésentalion 
de la fonction y — + 3x, 


PIRATES Représentation 


dc la fonction U= — 3x 


τς 


Ὁ 


DARK 
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;’est le système des coordonnées obliques dont nous 
dirons quelques mots. 

Imaginons un reclangle contenant nn quadrillage 
(fig. 18) οἱ le tout articulé; le point M du rectangle 
OBMA aura pour coordonnées à et y ; x — BM ou OA 
perpendiculaire sur l'axe des y; y — MA ou BO per- 


pendiculaire sur l'axe des x. 


Repérage d’un point 


en coordonnées en coordonnées 
rectangulaires (fig, 18). obliques (fig. 19). 


Maintenant, déformons le rectangle (fig. 19) pour 
en faire un parallélogramme OBMA, les axes faisant 
entre eux un angle que nous appellerons 0 ; dans ces 
conditions, le point M prend une nouvelle position 
qui peul encore êlre fixée. Il suffit pour cela d'appeler 
y, la distance MA, le point À ne s’élant pas déplacé 
sur la ligne des x, landis que nous appellerons + la 
droite BM parallèle à OA. 

L'angle 6 étant déterminé, on conçoit qu'une équa- 


tion du genre y τὸ 2%, nous fournira des points qui 
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seront encore en ligne droite, si nous assignons à x les 
valeurs successives 1, 2. 3, 4, οἷο... C'est ce que 
montre Ja figure »0 qui est, en coordonnées obliques, 
la réplique de la figure 14 construite en coordonnées 


rectangulaires. 


Valeurs de ἃ 


l'ig. 20. — Représentalion de Τὰ fonction y = 2 ἃ dans un 

système de coordonnées obliques (Rapprocher de la figure 14 

construile en coordonnées reclunçgulaires). 

Passage des coordonnées rectangulaires aux coor- 
données obliques et inversement. 

26. Bien que dans la suite de cet ouvrage, nous 
soyons rarcment amenés à nous servir du système des 
coordonnées obliques, il est bon néanmoins que Île 
lecteur comprenne dès maintenant, comment on peut 
transformer un systéme de coordonnées en un autre. 

Tantôt, en effet, on garde lun des axes reclangu- 


laires el on incline l'autre ; Llantôl on déplace l'origine 
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vers la droite ou la gauche tout en conservant ie même 
système de coordonnées, lantôt, enfin, on fait exé- 
cuter à l’ensemble une rotation autour du centre, etc. 


Îci, nous nous contenlerons de considérer un point 


À. 


* Υ 
1 
M 
MORE REA APR Le 
! 
! 
Ι 
1 
Î 
! 
! 
ΕΣ: Χ 
0 À L=- “- 
Fig. 21 ΤΊ. 22. 
Passage des coordonnées rectangulaires aux coordonnées 
obiques. 


M repéré par rapport à deux axes rectangulaires, puis 
conscrvant l'axe des x tel quel, ainsi que l'origine O, 
nous inclinerons l'axe des y vers la droite. Le point 
M restant fixe, nous allons chercher les relalions qui 
existent entre les anciennes coordonnées reclangu- 
laires el les nouvelles dans 1e système oblique, 

Ainsi, l'axe des x el l’origine O restent les mêmes 
(fig. 41 et 22). Mais l'axe OY est incliné οἱ forme avec 
OX un angle que nous appellerons 0 et qui esL indiqué 
dans la figure »2 par MAH, MA élant nécessairement 


[7 


parallèle à l'axe des y. 
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Obscrvons tout d'abord que dans les figurés 21 
el 22. 


Les coordonnées rectangulaires | abscissé = 1% 


de M sorit : | ordonnée -- y 

? . { » PT --- ! 

Les coordonnées obliques de M \ abscisse τῷ 
SOLE | ordonnée -- y 


Mais nous avons (fig. 22) d’une part : 
x = α΄ Ὁ AH 
et d'autré part, si nous considérons le triangle rec- 
angle AIM, nous pourrons écrire : Liu 8 
1 = x + 6050 1 ' Jo (17) 
tte 1} =" {51} 0. (18) 
Telles sont les formules qui permettent de passer 
des coordonnées æ et y aux coordonnées obliques 
x’ COTE 
De ces dernières, on déduil immédiatement celles 
de la transformation inverse et l’on trouve : 
᾿ς æsin 0 — y cosÙ 


sin Ὁ 


y 
TEA CSS 30 
sin 0 G6) 


(19) 


Remarque sur l’emploi des coordonnées obliques. 


27. Le lecteur peut déjà s'apercevoir que l'emploi 
des coordonnées obliques aboutit à des formules où 


rentre la valeur des angles en fonclion de ὁ el par 
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conséquent plus compliquées que dans le cas des 
coordonnées reclangulaires. Mais Loutes les fois qu’on 
traite de questions où ne figurent pas des angles ou 
des distances, on peut indifféremment user de l'un ou 
de l’autre système. C’est ainsi que la plupart des pro- 
blèmes que nous trailerons ici (droites passant par 
deux points, intersection de droites, etc.), reçoivent la 
même solution el conduisent aux mêmes calculs alors 
même que les coordonnées sont obliques. Cette re- 
marque csl très importante οἱ nous aurons l’occasion 
de La mettre à prolil dans certains problèmes de Géo- 
mélric, concernant les triangles, par exemple, où la 


base et un côlé peuvent servir d’axes. 


Qu’appelle-t-on lieu d’une équation ὃ 


28. L'invention des coordonnées ἃ permis de repré- 
sentier graphiquement toutes sortes de fonctions 
même très compliquées. Appliquons ce procédé à une 
équalion du premier degré, moins simple au premier 
abord que celles qui nous ont déjà servi d'exemples. 

Soit l'équalion : 


Ge — 1}2 


[1] RATE ET ύν[α- Vy—2;: 


PART ET Ξ"ὶ 


celte équation unique pour deux inconnues æ elty ne 
peul nous conduire à un résultat {comme l’a fail 


y = 8.) qu'à une condilion : celle d'assigner à l'une 
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des inconnues une valcur arbitraire. Dans ce cas, 

nous aurons une valeur correspondante de l’autre. 
Transformons d'abord l'équation [1] en chassant le 

dénominatceur, nous aurons, après avoir fait passer — x 


dans le 2€ membre : 
ΟΣ Vy—2)(x-Vy—2); 
mais je remarque que Le 2€ membre est le produit 
d'unc somme par une différence et de même que 
(a+ b}(a--b}) — a? —D”, j'aurai pour le second membre 
une différence de carrés. Nous écrirons donc : 

(3] CEE me ΤΙ τ.) 
d'où finalement si nous lirons la valeur de y : 

y = 2X HI. 

Conslruisons maintenant un tableau de valeurs de y 

en assignant à æ les valeurs successives, 0, 1, 2, 


3, CE 


POUL ΞΞ Ὁ On aura ἢ|ΞΞ } 
» LI » y = à 
DNA ΒΞ p y = 9 
D dé PT » U = ἡ 


ce qui nous fournit les éléments de la figure 23 où 
nous voyons notre équation représentée par une droite 
qui coupe la ligne des y au point marqué y = 1, car 
sur cet axe ΟΥ̓ nous savons que’la valeur de ὦ est lou- 


Jours égale à zéro. 
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Cette droite qui part de 1 el qui s'élève indéfini- 
ment, puisque la fonction est croissante, en passant 
par les points m, mm’, πὶ", etc., est ce que l'on appelle 
le lieu de l’équalion. Toute valeur attribuée à x donne 
en cffet une valeur de y qui doit se trouver sur celle 
droite. Vous vous cn assurerez très simplement, en 
altendant que je vous le démontre, 51 vous donnez à x, 
par exemple, une valeur intermédiaire centre deux 
nombres entiers conséculifs. Supposons que æ --- 2,9 ; 


nous aurons pour y la valeur de y — 6, ce qui nous/ 


fournira le point M qui, ayant pour ordonnée 6, el 
pour abscisse »,5 tombe bien effet sur la droite déjà 
tracée. 


29, Toutes les équations du premier degré à une 
ou deux variables représentent une ligne droite et 
c'est pour cette raison qu'on dit qu'une expression est 
linéaire par rapport à des quantilés quelconques, 4, 
b, x..., lorsqu'elle est ralionnelle enticre et du pre- 
micr degré par rapport à ces quantités. Les formules, 
par exemple, qui servent à la transformation des co- 
ordonnées sont des fonclions linéaires des coordon- 
nées nouvelles. 


30. 11 n’en serait pas de même si nous nous àdres- 
sions à une équation du second degré. Celle fois, 


nous oblicndrions une courbe et non une droite. IL 
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suffit de feuilleter le volume du Calcul différentiel 
pour rencontrer, à chaque instant, des représentalions 
de cc genre. 


_ 
νοι δοισ οὐ Ὁ Ξ τὸ 


ἰρ. 23 — Représenlali Fig, : 
£ RCI ésenlation Fig. 24. — Parabole représen- 
de la fonction : 


tant l’équation : 
ΞΟ OU " = χα — 6x + 11. 


Rappelons-en une : soil à représenter graphique- 
ment l'équation : 


PACS SOPRS Ἢ RErEre 


pour ἃ = ὁ Nous aurons y = αἱ 
DU CI VERRE ES a 2 y = 6 
D TTL 9 VU ÿ = ὃ 


DORE ET Pet QE Χ ἢ ) πα 2 
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Pour ἃ = ἡ nous aurons y = 3 
DÉLITS RE y = 0 
D ae ONE 7 FRE y = 11 


On voit sur la figure 24 la courbe cherchée : c’est 
une parabole et cette courbe est lc lieu de l'équation 
envisagée (V. pour [05 développements nécessaires le 
Calcul différentiel, n° 25). 


31. En résumé, la ligne qui est le lieu d’une équa- 
lion, jouit de celle propriété que chaque point qu'elle 
renferme nous présente dans ces coordonnées les va- 
leurs de x οἱ de y qui doivent être une solulion de 
l'équation. 


TROISIÈME LEÇON 


ÉQUATION DE LA DROITE 


Les nolions précédentes vont nous permettre d’étu- 
dicr plus à fond l'équation de la droite ct d'examiner 
les différents cas qui peuvent se présenter. En même 
temps, nous interprélerons les résultats qui nous ser- 


viront peu à peu au cours de celle Initiation. 


Forme générale de l’équation à étudier. 


32. L’équation la plus générale du premier degré à 
deux variables peut loujours se ramener à une forme 
de ce genre : 

JL + OU + 12 = 0, 
lorsqu'on réunil Lous les termes dans le premier 
membre. 2 
En généralisant et en remplaçant les nombres par 


des lettres. nous aurons : 


Λα; + By + G = 0. (21) 
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Résolvons l'équation (51) par rapport à y el divisons 
tous les Lermes par B, nous aurons ; 


RAS A ne C 

Ve τῆν : ὯὮΣ 
ol, en posant : 

Â C 

—— = (| EE —— = D, 

TE F a 

il viendra finalement : 
U=ux + b (22) 


C'est sous celle forme que presque tous les auleurs 
présentent aujourd'hui l'équation du premier degré à 
deux variables. 

Voyons les cas différents qui peuvent alors se pré- 
senicr; car dans l'équation (22) les constantes a et b 
peuvent représenter des quantités positives, négalives 
ou nulles. 


19° Cas : La constante ἢ est nulle. Équation d’une 


droite passant par l’origine, 


33, Nous allons d’abord supposer que ἃ est positif 
el que b = 0, nous aurons donc simplement l'équa- 
tion : 

y ΞΞ ἢ (29) 
que nous pouvons écrire sous celle forme : 


= --. (2) 


Ι a 
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Il s'ensuit que la ligne qui ost le licu de cette équa- 
tion doil jouir de cette propriété que l’abscisse d'un 
point soit à l’ordonnée de ce même point dans le rap- 
port constant de 1 à a. 


Fig, 29. Fig, 26, 


Pour interpréler ce résullat, faisons + égal à τ, 


l'équalion y — ax devient aussilôt : 
Dee 


ce qui nous apprend que la constante a est l'ordonnée 
qui correspond ἃ x = 1. 

Prenons maintesant une abscisse précisément égale 
à Punité linéaire οἷα, soit OT (fig. 25) ; de H' éle- 

. ᾿ ͵ +4 page 

vons une perpendiculaire H'M'Ausqu'à la rencontre 
d'une droite OM'M passant par l'origine, celte droite 
sera le lieu de l'équation y = αἴ. 


En effet, d'un point M quelconque pris sur la droite 
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abaissons ΜΗ perpendiculaire sur l'axe des x, el appe- 
lons y l'ordonnée du point M et x son abscisse, les 
triangles semblables ΜΟΙ. M'OI me donneront : 
a 
AU pi in (25) 
1 Ι 
équation qui est la même que (24) ct qui nous donne 


comme elle : 


c'est-à-dire l'équalion (23). 

On peut donc dire que y — ax n'est autre que l'équa- 
lion d'une droile qui passe par l'origine. 

Ces considéralions s'appliquent aussi bien à une 
droite rapportée à des axes obliques (fig. 26). 


Coefficient angulaire. 


34, Si dans la même figure 25, nous appelons « 
l'angle que fait la droile MO avec l'axe des x, Île 
triangle ΜΟΙ] nous donne : 


ME (26) 


Rapprochant cette équation de (25) nous voyons 
aussitôt que : 


AU. (27) 


On aurait pu d'ailleurs poser celle équalion à la 


ÉQUATION DE LA DROITE 49 


seule vuc de la figure 26, puisque a est la tangente 
trigonoméirique de l'angle α dans un cercle de rayon 
1, OH ayant élé construit et déterminé au moyen de 
l'unité de longucur. 

Aünsi a, dans l'équalion y = ax, n’est pas un cocîli- 
cient numérique quelconque, mais un coefficient qui 
représente un angle : l'angle que la droïle OM forme 
avec l'axe des Δ; en d'aulres termes, il fixe la direc- 
tion de cette droile, la pente de la droite, comme nous 
l'avons vu cn Géomélrie dans l’espace (n° 7) el surtout 
cn Gréomélrie descriplive (voir le n° 33). 

C’est pour celle raison que dans l'équation du pre- 
mier degré à deux inconnues, résolue par rapport à y, 
le cocfficient (ὦ) du terme en *, ἃ été appelé coefficient 
angulaire. 


35. Remarque importante. — La démonstralion pré- 
cédente ne s'applique pas telle quelle au cas des axes 
obliques ; nous reviendrons un peu plus loin sur celle 
queslion el nous verrons que le cocfficient a n'est plus 


égal à 1g α (v. n° Do). 


36. Nous avons dit que le cocfficient a -- Lg a, dans 
le cas des axes rectangulaires, fixe la direction de la 
droile, sa pente par rapport à l'axe des x. lei, une 
nouvelle remarque s'impose. 

Lorsque la droite, passant par l'origine, nonle en 


MOREUX. — Géométrie analylique. ἠ 
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allant de gauche à droite, l'angle α est aigu (fig. 27) ct 
son coefficient angulaire α = ig α est posilif, car x ct 
y sont posilifs. 

Lorsqu'au contraire, la droite descend de gauche à 
droite, « cest oblus et le coefficient angulaire a = tga 
est négatif, car x el y sont de signes contraires 
(fig. 28). 


Fig. 27. — L'angle a est aigu. Fig. 28, — L’angle α est obus. 


37. Bien que nous n'ayons pas encore cludié Péqua- 
Lion qui répond à des droites no passant pas par l'ori- 
gine, on peut d'ores οἱ déjà appliquer à ces droites Îles 
conclusions précédentes. 

Ainsi (fig. 29), la droite O’A' parallèle à OA fail 
nécessairement avec l'axe des x le même angle aigu «. 
Le coefficient angulaire sera donc le même pour les 
deux droîites. Remarque analogue pour AO’ (fig. 30) 
qui fait le même angle obus α (avec l'axe OX) que sa 
parallèle A'0. 
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Lorsqu'une droite est parallèle à l'axe des x (ou OX), 
son coefficient angulaire est nul, car l'angle « que fait 
la droite avec l’axe des x est nul de même que Lg «. 

Mais si unc droite est parallèle à l'axe des y (ou OY), 
son cocfficient angulaire est infini, car l'angle α — 909 


el l'on ἃ tg ἃ — o. 


Fig. 29. Fig 30. 


On peut, dans tous les cas, tirer comme conclusion 
de ces considéralions que foules les droiles qui ont 
même coefficient angulaire sont parallèles. 


2e Cas. La constante b est différente de zéro. Équa- 


tion d’une droite ne passant pas par l’origine. 


88. Nous allons supposer maintenant que ὃ dans 
l'équation y = ax + b n’est pas nul el nous allons 
voir que ce cas répond à πιὸ droite qui ne passe pas 
l'origine (V. fig. 31). 

Soit en eflet la droite AM qui coupe l'axe des y à une 
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distance AO = bd. Menons OM’ parallèle à AM, puis 
l’'ordonnée ΜΗ = y (Hig. 31). 
Les points M et M’ ont même abscisse x ; appelons y 


l'ordonnée de M’. 
Nous savons que les deux parallèles ont même cocf- 


Fig. 31 - La droite ne passe pas par l’origine ©. 


cient angulaire : a — tg α. De plus on aura pour Μ᾿: 


[1] y = at 


οἱ pour M, somme des segments ὃ οἱ y! : 

[2] y= y + ὃ. 

Celle dernière équation résulte du fait que MM’ = OA 
comme parallèles comprises entre parallèles οὐ comme 
ΛΟ — b par construclion, on ἃ aussi MM’ = b. 

Subslituant dans [2] la valeur de y donnée par [1] il 
vient : 

y = UT + D (22) 
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équalion de la droite qui coupe l'axe des ordonnées e* 
Jail un angle aigu avec cel axe (voir l'équation (22) 
déjà énoncée au n° 32 (fig. 29 οἱ 31). 

Lorsque l'angle est oblus, l'équation (22) se change 
en : 


τ — ἢ ---αὖ (28) 
c'est le cas de la figure 80. dt 
Si la droite forme’ un angle aigu ὃ, avec ΟΥ̓, on 
a (fig. 32) : 


y= ax — ὃ | (29) 
γῇ 
9 x 
Ἵ 
γ᾽ 


Fig 33. 


Fig. 32. 
Droiles ne passant pas par l'origine Ὁ, 


CL 


Enfin, si la droile forme un angle oblus y, avec 
OY’, l'équation devient : (fig. 33) 


y=—(ax+b) où y=—ax—b. (80 


Ces différentes formules peuvent facilement se 
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déduire des figures qui les représentent en menant 
des parallèles qui passent par l'origine O. La démons- 
ration de lous ces cas conslilucra un bon exercice 


pour les débutants οἱ je n’y insiste pas. 


Fig. 34 — La droite cest L'ig, 35. — La droite cst 


parallèle à l’axc des x. parallèle à l’axc des y. 


839 Cas. La constante a égale zéro et D est différent 
de zéro. Équation d’une droite parallèle à l’axe 
des 1. 


39. Lorsque ἢ n'est pas nul, si a cest égal à zéro, 
alors atSs'annule en même temps que & οἱ ga. La 
droite doit donc être parallèle à l'axe des #, d’après ce 
que nous avons vu au n° 37 (fig. 54). 

D'autre part, lPéqualion devient : 


y = ὃ, (31) 


Mais ἢ esl une constante; el puisque y conserve la 


méme valeur pour loutes les valeurs de æ, il s'ensuit 
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que la droite représentalive de la fonction devra être à 
même distance b de l’axe des x en Lous ses points ; une 
parallèle à cet axe, menée à la distance b, peut scule 
salisfaire à cetle condition. 

Si au licu de partir de l'équation y — ax + b, on 
avait la fonction : 

x = Ay + "ἢ 

dans laquelle la constante a scrail nulle, sans que 
l'autre conslante ble soil en même temps, on serait 
ramené au cas symétrique de (31) el l'on aurait : 


ve). (32) 


L’équation s'appliquerait alors à une parallèle à 
l'axe des y, menée à une distance b de cel axe οἱ l'on 


aurait la figure 35. 


Problèmes et applications. 


49. Construire une droite répondant à l’équation 
y = OT. 

Dans tous ces problëmes on peut utiliser le procédé 
que nous avons employé au débul. On assigne à æ des 
valcurs successivement croissantes Ο, 1, ἃ, 3... ou 
décroissantes — 1, — 2, -— 3... s’il y a licu οἱ on cal- 
cule les valeurs correspondantes de x. 

Mais dès qu'on reconnaît par la forme de la fonc- 
ion qu'on ἃ affaire à une droile, il suffit de calculer 


deux valeurs de y. 
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Pour le cas qui nous occupe ici, nous voyons que 
y --- 3x est de la forme y SAR la droite passe donc par 
l'origine et il suffit de calculer une seule valeur de y. 
Faisons par exemple æ τὸ 3, on ἃ y — 9. La droile 
passe donc par un point de coordonnées 3 et g. Elle 
est représentée par la figure τῷ déjà étudiée, n° 41. 


(V. aussi la figure 14). 


41. Construire la droite répondant à l'équation y — 6. 

L'équation étant de la forme y — ὃ; la droite est 
une parallèle à l'axe des æ; et comme ὦ — 6, celte 
parallèle est menée à une distance de 6 unités 
linéaires au-dessus de OX (V. fig. 34) : soit la droite AB. 


42. Construire une droite répondant à l’équation 
SUR OOUUE 
De 3% = 19, on tire : 


T=—— où Th. 
3 


La droile représente une parallèle à l'axe des y, soil 
AB, menée à 5 unilés lintaires de cet axe (fig. 35) et 
sur la droite, c'est-à-dire dans le sens posilif. 

Si l'on avaiteu + — —5,il οὖν fallu mener fa paral- 


lèle à gauche de l'axe des y, soil AB. 


48. Soit à construire la droite représentative de ja 


fonction y -= 4x +- D. 
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Cette fois la fonclion est de la formey -- at + b. 
La droite coupe donc l'axe des y ἃ une distance b -- 5 


de l'axe des y (fig. 36). 


Ÿ Ÿ 


6 
5 
4 
3 
2 
, ὃ 1 
X Χ X --ἘΠ Χ 
Υ γ᾽ 
Fig. 30. — Droile qui re- Fig. 37 — Droite repré- 
présenle la fonction sentant la fonction 
y æ 4x + 5. y = 3% - 6. 


Ce premier point élant déterminé, il nous suffira 
d'en chercher un second en assignant à æ une valeur 
quelconque, 

ΠΟΛ — 2 par exemple, nous voyons que : 

= X.2 # D. 


La droile passe donc par le point d'abscisse — 2 ΟἹ 
d'ordonnée — 13. La droite est donc déterminée. 
On peut voir sur la figure 36 que si l’on donne à ἃ 


une valeur — 2, la droite passe par un point d’ordon- 
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née — 3, c’est-à-dire au-dessous de l'axe des x du côté 
de ΟΥ̓’. 


PPPPTECTILLLL LL LLLLLLL LL LL ET) 


; f 
Τρ. 36. — Représentation l'ig. 37. — Représentation 
de Ja fonction y = 45 + 5. le la fonction y = 3% + 6. 


44. Construire une droite qui réponde à l’équation 


Transformons l'équalion, nous aurons, en chan- 


gcant tous les signes : 

2y = 02 + 12 ou y = 3x + (0. 
D’après ce que nous avons dit, puisque best ici repré- 
senté par 6, la droite coupe l'axe des y à la division 6 
au-dessus de l'axe des x. Or, ce résullal est obtenu en 


faisant = 0, puisqu'alors on ἃ y = 6 (fig. 37). 
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Mais ce procédé peul nous servir pour connaître le 
point où la droile va également couper l'axe des x. 
En cet endroit, en effet, le point de Ja droile aura une 
ordonnée nulle, ce qui se traduit en disant que y = 0. 
Faisons donc y = ο dans l'équation y = 3% + 6, nous 
aurons : σφ πο 


ou St — — 0 ou finalement 11 τῷ — ἃ. 


Ainsi, la droite coupe l'axe des & à la division mar- 
quéce — 5, donc à gauche de l'axe des y. Les deux 
points qui répondent l’un à une ordonnée nulle, l’autre 
à une abscisse nulle, suffisent pour indiquer la posi- 
Lion de la droile ; c’est ce que lon peul voir sur la 
ligure 37. 

Ce dernier procédé est celui qu'on emploie couram- 
ment dans la pralique, el 1} va nous fournir l’occasion 


de développements intéressants. 


Qu'’appelle-t-on coordonnées à l’origine ὃ 


45. L’ordonnéc du point où une droite rencontre 
l'axe des y s'appelle ordonnée à l’origine de la droite. 

De même, on appellera abscisse à l’origine de la 
droile, l’abscisse du point où celte droite rencontre 
l'axe des x. 

Ces notions vont nous servir pour déterminer une 
nouvelle forme très intéressante de l'équation d'une 


droite. 
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Équation d’une droite en fonction de ses coordon- 
nées à l’origine. 
46. Soit une droiîle AB quelconque, non parallèle à 
lun des axes des coordonnées, on se reporlera pour 


suivre la démonstration soil à la figure 38, soit À la 


Fig. 38. — Axes rectangu- Fig. 39. — Axes obliques. 
laires. 


Sigure 39, car le Lhéorème est vrai aussi bien dans lo 
cas d'axes obliques que dans celui d’axes rectangu- 
laires. 

Soient maintenant «a, l'abscisse du point À, où la 
droile rencontre l’axe des δὴ et b, l'ordonnée ou le 
point B rencontre l'axe des y. 

Prenons un point quelconque M de la droile et ap- 
pelons + el y ses coordonnées. 

Les triangles semblables AIM el AOB me donne- 
ront, en Lenant compte des conventions pour les 
peliles lettres : 
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-. a—X 
Us = a 
ou 
y τ 
RL TS Ξε σον 
D ( 


CR ΣῊΝ M Le, et 33 
a | b f ir 


Telle est l'équalion de la droile en fonclion de ces 
coordonnées à l’origine « el b. 


46 bis. Aulre démonstlralion, — Ge théorème peut 
se démontrer autrement el en utilisant des notions 
que nous avons déjà étudiées. 

Soient, mêmes figures 38 οἱ 39, les coordonnées a 
el ὃ À l'origine de la droite AB, οἱ reprenons l'équa- 


tion (21) du n9 32. 
AAA ee NL UT + 
At + By + ἃ = ο. (2 1 


Pour trouver l'abscisse du point À à l'origine, il 


suffit de faire y — o dans l'équation de la droite et il 


vIicnL : 
: La C 
At+C=0o d'où æ=———. 
Λ 
Faisant de même ἃ; = 0, nous aurons : 
By+C=0 doù y=— DU: 


we ναοί À pos muy! 


δ ΞΟ 


(( “δύῃ 


F 


And à 
À . 
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Posons maintenant : 


7. τ οι -- = b, 
ALNCAE B 
il viendra : 
C C 
A = Cl = 2e 
δ ἢ b 


Transportons ces valeurs de À et de B dans l’équa- 


tion générale (21), nous aurons : 


C 


— - 


2 y C=o; 


ce qui nous donne finalement, en divisant tous Îles 
termes par C οἱ en changeant les signes : 


RE AE MU ASE hu our (53) 
a 


c'est l'équation (33) déjà trouvée au numéro préct- 


dent. 


Applications. 


47. Construire la droite représentative de l’équa- 
tion : ὅτ᾽ —3y— 06 = ο. 

Nous avons vu qu'il nous suffit de faire successive- 
ment, dans l'équation, + — o el y — o pour obtenir les 
coordonnées à l’origine de la droite, maïs les considé- 
ralions précédentes vont nous permettre maïntenanL 
de déterminer ces coordonnées par une simple Lrans- 


formation de formules. 
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En cffet, l'équation : 
2% —3y —6 —=0 


peut s’écrire : 


λα --- 3y = 6 
dr 1 + 1 
οι  ———-#-= 1 ΟἿ ΘΠΟΟΟ + 1 
3 2 ὁ — 2 


Celte dernière transformation esL exactement de 
méme forme que léqualion de la droite en fonclion 
de ses coordonnées à l’origine, puisqu'on avait : 


Ha y | τ 1] 
— + << = 1 clque nous ἀνθ —— + = — 1. 
a - Ἢ — 2 


Donc + 3 et — » représentent a οὐ ὃ de la formule 


litiérale, 
L'abscisse à l'origine (ou a) — + 3, c'est-à-dire que 


la droite coupe l'axe des x à la division + 3 οἱ à droite 
de l'axe des y (fig. 4o). 

L'ordonnée à l’origine (ou b) — — 2, c’est-à-dire 
que la droile coupe l'axe des y à la division — ἃ, donc 
au-dessous de l'axe des x sur le segment OY". 

ἡ .[1 

La formule (33) nous permel de résoudre très sim- 
plement le problème inverse, c'est-à-dire de mettre en 
équation une droile donnée. L'exemple suivant va 


montrer la manière d'appliquer la méthode. 
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48. Donner fl’équatiorn d’une droïte qui rencontre 
l’axe des x à une distance de l’origine égale à 4 
du côté des ᾧ négatils, et l’axe des y à une dis- 
tance de l’origine égale à 5 du côté des y posi- 
üifs. 


On poscra immédiatement l'équation : 
— + = 1 d'où 4y—5x = 20. 


La droite de celte équalion est donnée dans Ja fi- 
gure At. 


Τρ. 40. Fig. 41. 


Ve sw": l 
49, On peut donner à la formule (33) -— + ASE 
( 


D 


une forme différente en y introduisant des valeurs 


angulaires. Reprenons la figure 39 des coordonnées 
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obliques οὐ de O, abaïssons une perpendiculaire OH 


sur la droile AB (fig. 41 bis); appelons d cetle perpen- 


Τρ. A1 bis. 


diculaire et désignons par « ct β les angles en O, nous 
pourrons écrire : 


d=acosa el d=bcosf 


COS α 008 ῥ 


d'où = î ct = ἃ é 
En introduisant ces nouvelles valeurs de a et de b 
dans l'équation (33) il viendra pour l'équation de la 
droite AB : 
T COS à + y COS = d. 
Si les axes sont reclangulaires, celle équation de- 
vient : 


T COS oo + y sina = ἡ. (33 bis) 


Ai AMNAAS ἮΝ ἀνὰ LA] a AS A Crau cle κι ay de 


᾿ (oo NOTA TAN 


MORKOX. -— (iéométlrio analytique. 5 


4: 
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un angle égal à α (comme sa parallèle BC) et son 
équation sera ἢ) — ax d’après (23). οὖ χ. - α, 
κ 


QUATRIÈME LEÇON 
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Fig. 42. Fig. 43. 


Les notions précédentes vont déjà nous permettre Si M est un point quelconque de cette droite, on 


AUTA : ", à 
MP «7 
OP p | . 
€ bigo 
a CRT ROSES . 
Mais le triangle OMP nous donne : (κι KA ER πᾷ, 


MP sina 
OP sin M 


d'aborder quelques problèmes essentiels sur la droîte. 


(1. 
50. Connaissant l’angle « qu’une droite BC (fig. 42) 


fait avec l’axe des + et son ordonnée OB à l’ori- 
gine, trouver l'équation de cette droite. 
Comme la droile doit couper l'axe des y, son équa- πότ τὶ 


Lion scra de la forme : ᾿ , 
el comme l'angle M du triangle OMP -- (0---α), 810 re- 


y —= ax + b, présente l'angle que font entre eux les axes OX cl OY, 


d'après (22); b représentant l'ordonnée OB à l'origine, ON aura finalement : 


οἱ a le coefficient angulaire; en d’autres termes, ὦ dé- Sing (34) 
pend de l'angle que fait [ἃ droite avec l'axe des x. sin (0--αὶ 


Cas général : les coordonnées sont obliques (fig. 42). el par conséquent, l’'équalion de la droite BC sera : 


Par le point origine O, menons une droite ΟἹ) 


Sin & Ρ 
“τ à ce EN, EU ENT, 30 
" sin (0 ---αἢ MES (99) 


4 


parallèle à BC ; celte droite fera donc avec l'axe des x 
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Cas particulier : les axes sont reclangulaires (fig, 43). 
Si les axes sont rectangulaires, l'équalion sc sim- 
plifie, car ὁ — οοϑ οἱ sin (0 — α) — cos a; 
donc : 
SIN α 


ER A ΞΘ Ὸ ΠΧ 2 

COS © 8 εὐ 
Ainsi, a représente La Langente de l’angle que fait la 
droite donnée avec l'axe des +, comme nous l'avons 


déjà vu (27) n° 34. 


51. Étant donnée l’équation d’une droite, y — αὖ + b, 
calculer l’angle que fait cette droite avec l’axe 
des x. 

La figure 42 va encore nous servir ici. OD étant la 
droite de l'équation y — ax, à laquelle la droite de 
l'équation donnée est parallèle, on aura comme dans 
le problème précédent : 

SIN ἃ | 
sin (0-7 
d'où : 
sinæ — axsiufo — α) 
οὐ en remplaçant 
sin (0 — α) 

par sa valeur qui esL | 

sin 0 COS æ - sin « COS 6, ln ἤδη. 

il vient : / Ἂ 

sinaæ — αἰδ 0 COS ἃ — sin α COS ?) 


a ln 0. A - αἱ .4m (4.8. 
ma ται να αὖ ϑ Ὁ δι. Mn ὃ (δ 
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OU : 
(1 + a cos 0) sin a — «a sin 0 cos x; 


et en observant que : 


SI α 
Phase RE Pr 
COS @ 
DNA 
| a sin Σ 
ga τ -οα-Ο----ὕ----- (90) 


1 + a cos( 


La tangente de & étant connue, l'angle & est par là 


A Υ . f 
même déterminé. 


Fig. 42. Fig. 743. 


52. Trouver l’équation d’une droite qui passe par 
un point donné. 
L'équation de celle droile est évidemment de la 
forme : 


y = AT + b; 


si donc nous appelons 2’ et y'les coordonnées du point 
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par lequel doit passer la droite, nous devrons avoir : 
y = ax + b. 
Éliminons b entre ces deux équations, en retran- 


chant, par exemple, la seconde de la première, nous 
auTONS : 


y—y = a(xt—T); (37) 


c'est l'équalion cherchée, mais comme toutes les droites 
qui passent par le point (χ᾽, y’) répondentà cette équa- 
Lion, il devient nécessaire de délerminer le coefficient 
angulaire représenté par a. 

Ainsi l'équation : 


U—1=u(xz +2) 


représente loules les droites qui passent par le point 


ayant comme coordonnées + = — 2 οἵ y = +4- 1, mais 
l'équation : 


U—1 = ὁ (Ὁ + 2) 
ne convient qu'à celle qui fail avec OX el OY des 
angles Lels que le rapport de leur sinus est égal à ὃ. 
53. Trouver l’équation d’une droite qui passe par 
deux points donnés. 
Soient (x’, y'} οἱ (α΄, y) les deux points donnés (+). 


a 


(0) Désormais, il nous arrivera souvent, pour simplilier, de 
désigner par (ὦ, 4) ou par (x',y') etc... les points dont les coor- 
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La droite devant passer par [ὁ premier point, son 
équation sera de la forme (d'après le n° 52, formule 
SU: 

[1] y—y -- αἰ ---4)). 


Mais les coordonnées du second point doivent salis- 
faire à cette équation. 


Donc: ἘΠῚ y —y τ a(x'—X), 


d'où l’on lire 


En substituant au lieu de a celte valeur dans [1] 
afin d'éliminer «, on aura finalenien. : 
11 ͵ 
Ϊ - ἀν 1 { ‘ 

ΕΣ τς LT Ἴ (Ὁ--- x); (58) 
équation de la droile qui passe par deux points don- 
nés. 

lci, le coefficient angulaire est représenté par la 
fraction qui multiplie (x — à") et qui remplace a. 

Soient, par exemple, les deux points ayant pour 
coordonnées 2 = 1, {τὸ —-3 ΟἹ, 2, = —2,ÿ = —4, 


nous AUrONS : 


données sont æ oty ou αἱ ot y’. On ἃ employé un procédé ana- 
logue en Descriplive lorsqu'on ἃ désigné un ΠΟΙ par 8605 pro- 
jcclions. (V. Pour comprendre la Géométrie descriptive.) 
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1 +2 Ὁ gr πὴ] ἢ) <- 2 T— 1 
τ D MURS Monte Vent AN ET EI S 
+2 —23—1 > 3 


54. Équation d’une parallèle à une droite donnée. 


Lorsque deux droites sont parallèles, nous savons 
que leurs coefficients angulaires doivent être égaux ; 
οἱ réciproquement : si les coefficients angulaires sont 
égaux, les droiles font avec la parlic positive de l'axe 
des x des angles égaux οἱ par conséquent sont paral- 
lèles. 

Ainsi, pour que les droites représentées par les 


équalions : 
USE ÉD T EClIQU = CT ED 


soient parallèles, il faut et 1] suffit que l'on ail a = αἱ. 


dé 
B 
I 
C D 
2 X 
O 
Fig. 44. — Intersection de deux droiles. 


55. Trouver le point d’intersection de deux droites 
dont or connaît les équations (fig. 44). 
Soient les droites AB, CD qui se coupent οἷν un 


point F el soient : 


RSR Pan © pe 4 2 
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[1 y = ax + bl'équation de AB 
[2] y -- ax Ὁ b' l'équation de CD. 


Au point d'intersection 1, ces 
droilces onl mêmes coordonnées οἱ 
on aura donc pour ce point scule- 
men : 


at + ὃ τῷὸ αν 3 ὑ' (39) 
d’où l’on tire : 


b — b' 


D Eee Là 
ΟΞ 4 


En mettant celle valeur de x 
dans l'équation [4] on aura la va- 
leur de y, ou : 


LD — «ab | 
ΠΣ ΣΤ (O0eUtS) 


Exemple : Soient les deux droiles 


ΟἹ U = τοῦ + 4. 


ἘΝ 


bc] 
RE 
ΞΕ ΈΞΞΞΣΣ- 
SRE 


3... 


- 
Ἐξ- 


πεν. 


Γ ΈΞξξξρωςς {θϑὃξξΞ [[ 


13 


x 
l'ig. 45. — In- 
tersection de 


deux droites. 


On trouvera pour les coordonnées de leur point 


d’intersection ; 


ὃ — / 


RÉ En νἘΞ- 2L 


10 --- 


Ι 


10.8 ----ὑ.ἡ 
10 — 


= 14; 


74 POUR COMPRENDRE LA GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE 


on peul s’en rendre compte par les deux tableaux 


suivants οὐ par la figure 45. 


Fonction y = 10% + ἢ Fonclion y τὸ 6% +8 

pour =00nay— ἡ pour T=00nay — ὃ 
D Lam... Y= τῇ ) T1... Y= 14 
» 08 μι 2... 1) ΞΞ λὴ "» ἌὌΠΞΞ νον ἢ) =: 20 
DER S =! ΟΞ ΜΞ 10 


Remarque. — Si l'on avail «a --- (ὐ, on obticndrait 
pour la valeur de x : 
b — b! 
Ἐπ κοι 
Nous avons vu, en effet (n° 54), que dans ce cas les 
droites sont parallèles, le point d’intersection est 
rcjelé à l'infini. 


lig. 40. Fig. 47. 
Distance de deux points. 


56. Distance de deux points dont on connaït les 
coordonnées. 
Nous supposerons les axes rectangulaires (lig. 46) 
el soient les points M, N, dont il s'agit d'exprimer la 


cislance. 
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Appelons x, y les coordonnées du point M 
D PA DA — du point N. 


Menons NP parallèle ἃ l’axe des x ; le triangle ΝῊΡ 
nous donnera : 


2 ms 
μας ὡς---ἀ] 


NM° -- ΝΡ + MP° ou NM -- NP μ MP 


el si nous remplaçons NP et MP par leur valeur, il 


viendra (parce que NP = αὶ — χ' οὐ MP = y — y!) : 


NM = γία--- 1." +{y—y} (40) 
57. Remarque. — Si le point N élait à l'origine O, la 
‘distance OM ou d (fig. 47) serait : 
d= Va +1 (41) 


équation que nous utiliserons lorsque nous étudie- 
rons la circonférence du cercle. 


58. Trouver l’angle de deux droites d’après leurs 
équations (lig. 48). 
SoicnL : 


y=attb οἱ ἢ πα αὐ +0 


les équations de deux droites. 


Menons par l'origine O, les 
droites OC et OC’ parallèles res- 8 48. — Angle 

| ἢ de deux droites, 
peclivement aux droites données. 


Il est évident que l'angle (OC égale l'angle cherché 
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que nous appellerons V. D'autre part, les angles COX, 
C'OX sont égaux à ceux que les droiles données fonl 
avec l’axe des Ὁ; appelons ces angles & et α΄. Nous 


aurons donc : 


Υ --α΄ ---α 


et par conséquent : 


ax —lga 


4 Cire LE (ET = 1 + te œalo a 
D D 


Supposons les axes rectangulaires, 
Nous aurons (formule 27, n° 34 et 5o) ρα — a, 
ἐσ ξεν 


donc : 


| ἢ. -ἢ 
(ONE 5.1 Ἔα lens ἤ 
δ 1+ad (2) 


de la valeur de la tangente, on déduit immédiatement 


celle de l'angle cherché. 


59. Remarque I. --- Lorsque les droiles sont paral- 
lèles, l'angle V est nul, ig V doit être nulle également ; 


donc «a — a, comme nous l'avons déjà vu (n° 54)). 


60. Remarque IT. — Lorsque les droites font entre 
clles un angle droit, tg V doit être infinie et pour cela, 


il faut qu'on ail : 


ΐ Ι : 
ad +i1=0 d'où dd =———, (43) 
( 
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Telle est {a condition qui doil être remplie pour que 
deux droiles soient perpendiculaires Y'unc à l’autre. 


61. Mener par un point donné une perpendiculaire 
à une droite donnée. Les axes sont supposés reclan- 
gulaires. 

Soit l'équation de la τοῖα donnée : 


y = at + D 


ct x’, y! les coordonnées du point donné. 

La ligne cherchée étant droite et devant passer par 
ce point, son équation (d’après le n° 52, formule 37) 
sera de la forme : 

y—y'= a'(t — +) 
α' élant encore inconnu. Mais la condition d'être per- 
pendiculaire à la droite donnéc exige qu'on ait (ne 6o) : 


α' = — 


I 
a .Ψ 
L’équation de la perpendiculaire sera donc : 


y=ÿ=—— τ (ὦ-- 4}. (44) 


CINQUIÈME LEÇON 


LA CIRCONFÉRENCE DU CERCLE 


Nous allons aborder maintenant l'étude des co- 
niques : cercle, ellipse, parabole, οἱ hyperbole. Nous 
supposerons loujours les axes rectangulaires; ce son 
généralement ceux que l’on emploie et auxquels on 
rapporte les coordonnécs. Le lecteur fera bien, à celle 
occasion de revoir les dernières leçons de la Géométrie 
dans l’espace sur les courbes usuelles. 


Équation générale du Cercle. 


62, Soient α, £ les coordonnées du centre G d'un 
cercle (Hg. 49) ; 
+, y cclles d'un point M de la circonfé- 
rence ; 
d'après le n° 56 (formule 4o) nous pouvons écrire, en 


appelant r le rayon du cercle : 


= (to) + G —FY. (Ὁ 
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La distance CM = r étant constante, quelle que soil 
la posilion de M sur la circonférence, la formule précé- 
dente répond toujours à la question οἱ donne l’équa- 
lion la plus générale du cercle. 


Y 


lrig. 49. — Équation de la circonftrence, 


63. Cas particulier. 
1° Si le centre est sur l'axe des x (fig. bo), on ἃ ἢ — 0 


ΟἹ l'équation (45) devient : 


= (1, -- 0) + 1 (46 
Ὺ Ὺ 
Au Χ pr X 
0 O 
Fig, 50. — Le centre est 110. D1. — 10 la circon- 
sur lPaxc des x. férence passe par l'origine, 


“Ὁ Si le centre restant sur l'axe des x, la circonfé- 


rence passe par l'origine (Hg, 51), on à encore 6 — o et 
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« = r. L'équation (45) devient : 


"5 -- (x—r) + 1° 
d’où l’on tire : 


TT DRE OU LE ALES A 0 (7) 


Équation du Cercle dont l’origine est au centre. 


64. Un troisième cas particulier s’offre encore lors- 
que Île centre est placé à l'ori- 
gince même des coordonnécs 


Ὺ 
Μ 
(fig. 52). 
[LA Ÿ Dans ce cas a — ocl£ — o. 
Dès lors l'équation (45) de- 
y vient : | 


x? + = ΤΣ (48) 


Fi9.:52. — Le centre 
et l’origine se con- c'est la forme la plus cm- 
fondent. , : 
es ployée, la plus classique pour 
ainsi dire. Souvent, cette dernière formule s'écrit, en 


divisant par 13 : 


pere (49) 
! y δὰ 


ou encore en remplaçant r? par æ, en vuc de faciliter 
la comparaison avec les équations de la parabole et de 
l'hyperbole : 


LA CIRCONTIÉRENCE DU CERCLE Cl 
TL? Π" 
- δ τε = |] (50) 
(3 (13 


Équation de la tangente à la circonférence. 


65. En Géométrie plane nous avons défini la tan- 
gente, une droite qui n’a qu'un point commun avec la 
circonférence. 


L'ig. 58. — Équation de la tangente ἃ la circonférence. 


Nous avons dil également, cn Géométrie dans l'es- 
pace, n° 125, que si, par deux points MM’ (fig. 53), on 
mène une sécanle et qu'on la fasse tourner autour 
du point M, jusqu'à ce que le point M’ se réunisse au 
point M, la droite devient alors tangente, puisqu'elle 
n'aura plus qu'un point commun avec la circonfé- 
rence. 

Cette considération va nous donner le moyen de 
déterminer la langente en un point donné M, par 
exemple. 

Soit la droite SM qui coupe la circonférence en M ct 


MOREUX. — Géométrie analytique, 6 


dy 
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en Μ΄, ct soient à’, y' et x", y" les coordonnées de ces 
points, nous avons d’après le n° 53 : 


sl 


og ΜΜΠ|πτ 
@ = to ΜΩ͂Ν — Er 


Comme ces deux points sont sur la circonférence 
du cercle dont lc centre cest en Ὁ à l’origine, ils doi- 
vent satisfaire à l’équalion de cette courbe pour la- 
quelle on ἃ, d’après (48) : 


3 Ὁ αϑ = 13. 
On pourra donc écrire : 
13. - x? = γ οἱ y'a + a τὸ γ, 
Retranchant la 2€ équation de la première, il vient : 
Ye LAC = 0; 


Cette dernière Cquation peul se mettre sous cette 
forme : 


(y — y") (y + g") + (x — 2") (x +2") = 0 


d'où : 
a ae A Pr AE 
a — x” y! + y" 
el par conséquent : 
ὌΝ QE αἴ 
Lg MSX -.-- ! --- 
y +y 


Lorsque le point Μ' 56 réunit au point M (fig, 53), 
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on ag” = x'ely” == y" : la sécante prend alors la posi- 
tion de la tangente MT ; si donc, nous supposors dans 
l'expression précédente, 2” = χ' et y" = y’, nous au- 


rons la langente de l'angle MTX, formée avec l'axe 


Fig. 53. — Équation de la tangente à la circonférence 


des x par la tangente au point M. Ainsi, en nommant 


a la langente de cet angle, on δ΄: 


D'autre part, l'équation de la droite MT est ; 
το] = A(T—T). 


Subslituons au coefficient «4 sa valeur que nous ve- 


nons de trouver et nous aurons : 


qd À 
EU Ἐκ ΤΣ {τ 9 (1) 


c'est l’équalion de la langente au point M. 


66. Chassons le dérominateur y', effectuons la mul- 
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tiplication par x’, el transposons les lermes, en remar- 
quant que y? - x? τὸ 1°, el nous aurons celle nou- 
velle équation : 

1} + AT = 1 (52) 
qui nous donne une expression plus simple de la a 


genle à la circonférence. 


Équation de la normale. 


67. Une droite menée par le point de contact, per- 
pendiculairement à la tangente, se nomme une nor- 
male (V. Géomélrie dans l'espace, n° 123). Les co- 
ordonnées de ce point élant x’ ct y', l'équation de la 
normale sera évidemment de la forme : 

γ --- γ΄ ΞΞ ε' (ἃ --- χ᾽). 
La condition d'êlre perpendiculaire à la langente 
, (à nc ϑ ὃ. 
donne (n° 6o, formule 43) : [& τ — ne }w 6 v- 
à 14 ει 
Ω' τ --- το = —— ,{n0 précédent) 2.2 εὖ 
( y A? 


Donc l'équation de la normale à la circonférence es! : 


PR VU UE et) 
ou en réduisant! : 


y= x (53) 
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68. Problème. — On demande le lieu des points M 
dont la dislance à deux points fixes Α et B, sont 
entre elles dans un rapport constant (fig. 54). 

Joignons A, B et posons 
MA = ἃ οἱ MB = d'. Tracons 
l'axe des y de manière à par- 
tager AB en deux segments 
AO ct OB qui soient dans le 


rapport demandé, de m à n 
par exemple. Dans ces conditions AO = m et OB = n. 


Lcs coordonnées de M élant αὶ et y, on aura en con- 
sidérant les lriangles rectangles : 


F=(m+a) +y οἱ d'=(n—2) +7. 


Mais d'après la définilion du lieu on doit avoir : 


d Il εἰ: Im F Ἶ 
— π΄ Ξ μις--  ύν OI ou ES :-.- τ OL ( " 1H — (L° " 
d' Ι d'° 113 & 

d'où : 


εἰ» πηι --- (ἢ = o. 


Remplaçant dans cette équalion εἰ οἱ εἰ5 par leurs 
valeurs trouvées dans les deux premières équations, 
vient après simplifications : 

(Π" — n°) αὖ — 9 mn (πὶ + n) ἃ + (nËn?) y? =: ὁ 
Ou : 


(M — ἢ) 2? — πὸ + (πὶ --- ἢ) ν8 τὸ Oo. 
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Divisant par m—n (si m est différent de ἢ) on ἃ 
finalement : 


21171 
nm — 71 


C'est l'équation du lieu de- 


mandé οἱ l’on voil aussilôt que 


Lg 55, 


sa forme est la même que celle 
de l'équation du n° 63 (formule 47) qui représente 
une circonférence passant par l’origine O οἱ, dont le 
centre se Lrouve sur l'axe des + (voir fig. 55). 

Le même problème, dont la figure 55 met sur la 
voic de la solution, est très connu en Géométrie élc- 
mentaire, On s'appuie pour le démontrer sur la pro- 
priété des bissectrices, mais faut-il encore qu'il nous 
vienne l'idée d'y recourir. On voit donc ici la supério- 
rilé de l'Analyse qui permet de 16soudre unc question 
sans Cort et avec le seul secours de l'Algébre. 

Ceci cependant ne va pas sans inconvénient, car les 


méthodes analytiques par certains côtés, favorisent£ la 


paresse d'esprit, celle de l'imagination également. οἱ 


portent à l'abandon de la vraie Géométrie. 


69. Remarque. — Nous avons dil qu'on pourrail 
diviser l'avant-dernière équation du problème préct- 
dent par im — ἢ à condition que m soil différent de n. 


Geltce condilion conduil à une remarque importante. 


ων dd er à ne be ον aie A D #85 M nt à Sn à à + 


ΟΦ 
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D'une façon générale, 16 lieu des points dont le rap- 
port des distances à un point fixe et ἃ une droile esl 
constant, est une conique. 


ΠῚ 


On obtient une ellipse, lorsqu'ona —— < 1. 


m 

On oblient une parabole, lorsqu'on ἃ st 
ve | ΠῚ 

On oblientune kyperbole, lorsqu'on ἃ ἐᾷς SE 


La circonférence peut être regardée comme unc 
cllipse à la limite, un genre d’ellipse dans lequel les 
deux foyers se confondent. C'est d'aifleurs la remarque 
que nous avons déjà faite en éludiant les courbes 
usuelles (V. Géom. dans l’espace) οἵ celle que nous 
aurons l’occasion de répéter bientôt (V. no 73 de la 


lecon suivante). 


SIXIÈME LEÇON 


L'ELLIPSE 


70. Nous savons qu'une ellipse est le lieu géomé- 
rique des points du plan dont la somme des dis- 
tances à deux points fixes esl constante. 

Les deux points fixes sont 105 foyers EF, 1“ (fig. 56). 

Je rappelle les conventions adoptées (V. Géométrie 


dans l'espace) : 


Grand axe — λα Pelitaxe — αὖ 
Distance focale — 36 Paramètre — 2p ; 


Somme de deux rayons vecleurs (r +1! = 24). 


On ἃ enfin : 
C . » F 
= ὑ5." δ οἱ TT ὁ (excentricilé). 
( 
J'engage vivement l'élève à revoir à fond les Ve, VIC 


et ΝΠ leçons de Pour comprendre la Géométrie dans 
l’espace; celte révision est même indispensable el la 


L'ELLIPSE 89 


suite de cet ouvrage suppose acquises des notions que, 


faute de place, je ne puis répéter ici. 


Y 


Fig. 56. — Équation de l’ellipse rapportée au centre. 


Équation de l’ellipse rapportée à un système d’axes 


rectangulaires passant par le centre (fig. 56). 


71. Faisons passer l'axe des y par le centre, celui 
des x coïncidant avec le grand axe et soit M un point 
de la courbe. Joignons ce point à Καὶ et à Ε΄ par les 
rayons vecleurs r el 7’, 

SI nous abaissons MIT perpendiculaire sur l’axe des 
x, le point M aura pour coordonnées xely elle triangle 


rectangle MIT nous permettra d'écrire : 

[1] ἐν ἘΞ (αἰ ΠΝ θ 2 ]ϑὰ 

De même le triangle MFH nous donnera, en remar- 
quant que IE = χα. --: 


[2] rÿ = (x ἐπ ΟΕ": 
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Retranchons [4] ou [1], il vient : 
Pare = (x + CP —(t — ΟἿ = cr. 
Mais 72 —r2 = {y + r) (r --- ἢ) et l'équation pré- 
cédente devient : 
QG! +r)(r— p) = Δ; οἱ comme : 
[3] J'+r — λα, on peul écrire : 
λα (Γ' — ΠΔ = 4cx, ou bien : 


| a CE 
[Δ] 1" --Τ -α -:.--- 
a 


Addilionnant les égalités [3] et [4] on oblient finale- 


ment pour valeur de r' : 
[5 Cl, τον ον σας 
Substiluons maintenant celte valeur dans [1], 1] 


viendra après réduction : 


“à 


CL" 
2 + be = νῷ “ 12 a |. 2 . 
({-| "τ CAR ΩΣ ἘΠ. ὙΠ: 
d'où ; 
cg? 5 
er ΞΕ ΞΡ ἘΞ αδὶ 


a 


ou, en réduisant le 2€ membre au même dénomina- 


teur : 
1 LL r248 TA 243 
DR RENE ac αὐ 
dd 
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qu'on peut mettre sous celle forme (parce que nous 
savons que a est loujours plus grand que €) : 


et (a2.--— 5) (ι5.---α (45 — Οὐδ 
y {3 Ἅ 


d'où : 

ay = (α — ΟΣ a — (a? — (5) αὶ 
d'où l'on tire, après avoir mis a? — c? en faclcur com- 
UN : 


ai — (3 


nn rer) (54) 


Telle est l'équalion de lellipse, mais on la simpli- 
fie généralement en se rappelant que αὐ -- 5. + cou 
b -- α΄. 6%, 5] bien que l'équation précédente de- 


vient : 


pe (α".-- 2°) (55) 


On donne même souvent à cette dernière des formes 
différentes suivant l'usage qu'on en veut faire et c'est 


ainsi qu'on écrira l’équalion (65) : 
ay + bar = a 1?; (00) 
ou bien commic ceci : 


D? x? 


αὐ + μ᾽ = ὁ"; (56 bis) 
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ce qui nous donne, en divisant par b? tous les termes : 


x? 12 3 
Ne ( 


- — 
ni mul pe 


(3 7 b? 


C'est généralement sous cette forme qu'on repré- 
sente l'équation de l'ellipse, et on peut même l’obte- 
nir d’une façon plus simple que par la méthode précé- 
dente qui est classique, pour aïnsi dire. 


Kig. 57. — Equalion de l’ellipse rapp riée au centre. 


72. Seconde méthode. — Traçons le cercle princi- 
pal dont le diamètre égale 4, grand axe de Fellipse 
(fig. 57). Si nous désignons par y’ Fordonnée d'un 
point M de la circonférence et par y celle d’un point 
M pris sur lellipse el ayant même abscisse + que M’, 
nous pourrons écrire, d’après le n° 110 de la Géom. 
dans l'espace : 

ya ON y? a 


[}1] ————— 2 ... 


y b DÉS 0 
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d'où : 
δ a? 
LÉ ELLE 2 
[1] in 


Mais, d'après ce que nous avons vu à propos de 
l'équation de la circonférence (n° 64) on ἃ aussi : 


[2] y?= a — x? 


Égalons ces deux valeurs de y’? dans [1] et [2], nous 


aurons : 


a? 
2 rs 2 2 
" De = α" — γ", 


équation qui, mise sous la forme suivante, après 
réduclion : 
y? + 02%? τὰ αὐ 


nous donne le résultat déjà oblenu précédemment 
(équation 56), 
Divisant encore Lous les termes par α5 b?, nous oble- 


nons de nouveau l'équation classique (07) : 


RE se (57) 


Passage de l’équation de l’ellipse à celle de la cir- 


conférence. 


73. À mesure qu'une cllipse se renfle, il est évident 
que diminue la différence qui existe entre le grand axe 
el le petit axe : D lend vers «en valeur absolue et les 
foyers se rapprochent du centre. A la limite, on peut 
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dire que les deux axcs sont égaux, en même temps 
que les deux foyers se confondent : nous avons alors 
une circonférence ({V. n° 6»). 
Si, en effet, dans : 
μὰ y° 
a Là 


nous faisons ἢ — a, la formule devient. : 


et c'est précisément l'équation du cercle (57). 


Rapport entre l’ordonnée de la circonférence et celle 
de l’ellipse. 


74. Dans le numéro précédent, nous nous sommes 
appuyé pour trouver l'équation de l’ellipse sur un 
théorème déjà démontré en Géométrie dans l'espace; 
nous allons montrer maintenant que l'équation de 
l'ellipse oblenue par la première méthode peut facile- 
ment nous conduire à la démonstration analylique de 
ce même théorème. 

Sur un diamètre 2 4, décrivons un cercle el une el- 
lipse et soient encore y l'ordonnée de l’ellipse οἱ μ' 
celle du cercle, toutes les deux correspondant à une 
même abscisse x (fig. 08). 

L'équalion (55) de l’ellipse nous donnera : 


2 


Tél 
( ' ) 


TE 
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et celle du cercle d’après l'équation (48) sera, en sup- 
posanir — «a: 


y? = (® — À). 


= X 


Fig. 58 — Rapport entre l’ordonnée de la circonférence 
ct celle de l’ellipse. 


Eliminons @ — x? centre ces deux dernières équa- 
Lions ct nous aurons : . 


ΠΝ ΞΞΟ ΣΕ on ay = by', 


ce qui revient à écrire : 


A a 2 A 0 
ET mn M Ἄ δ Ξ 
1] D αὖ (58) 


Celle proportion nous apprend donc que l’ordonnée 
(y) du cercle est à celle (y) de l’ellipse dans le rap- 
port constant du grand axe (2a) au pelil axe (2 b). 


Équation de l’ellipse rapportée à un sommet. 


75. Faisons passer l'axe des y par l'un des sommets, 
en Ὁ par exemple (fig. 59) οἱ soit un point M de l'el- 


lipse qui ait æ pour son abscisse complée à partir du 


À 
ἢ ᾽ τ 
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sommet Ὁ, οἱ x pour celle complée du centre de l'el- | ment ces valeurs à la place de x οἱ de y dans l'équa- 
lipse. | lion (55) de l’ellipse ; nous aurons : 
Nous aurons évidemment : | | ἡ ere 
, | β3 = LE (a? — αἢ) 
LT LU | 
[ 
À pe 7) 
Ὗ. ' ἡ 4 1 TT 
Ὶ 
Ι 
! x Ἵ 
TRE EU RE ous ᾿ 
| 
ἰ [1 
Fig. 59, --- équation de l’ellipse rapportée au sommet O. n 
[Î ν 
Substituons celte valeur dans l'équation (00) : ἢ 
à b2 : À 
= (a — x?) ᾿ 
(re ᾿. 
il viendra : à Fig, 60 (1, II, IH). 
j” = 5 (2 ax Ne: 4) (99) Ἧ ! ν᾽ 0 F . L1 , 
a ql Divisons ces deux équations membre à membre, il 
c'es l'équation de l’ellipse rapportée à l'un des som- AE 
À (9 Las it 
mels (O). { D re αὐ 
; ja Ge (" a'2 
L 
À τ | 
Autres relations remarquables dans l’ellipse. | Mais (13 —0? = (ἃ + αὐ (4-4) Οἱ αι --- αἱϑ = (a + αὐ 
ἢ | Ἰ ᾿ ᾿ 1£ 111 " iso ' = ï . ἢ 
76. Soient maintenant les coordonnées α οἱ, βὶ d’un { (aa); léqualon précédente deviendra donc ἢ 
poiut M οἱ α΄, β΄ celles d’un point M, les abscisses α ct | 3 ἀΑἔ(α- αὐ (α — αἢ (Go) 
1 7 , J ἢ EE 5 
α΄ Gtant rapporlécs au centre οὐ mellons successive- | ὡς (& + αἢ (α ---- x) 
Ε MOREUX. — Géométrie analylique. 9 
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Traduisons celle formule en langage clair. Nous 
remarquons après examen de la figure 60 (I, que 
(α - a) (a -- a) n'est autre que le produit des dis- 
lances du pied de la perpendiculaire, abaissée de M, 
aux deux sommets de l’ellipse, Même remarque pour 
le produit (« + α΄) (a — αἰ) (fig. 6o FD. Nous dirons 
donc : 

Le carré d'une ordonnée (:?) menée sur le grand 
axe est au carré d'une aulre (53), comme le produit 
des distances du pied de la première de ces ordon- 
nées aux deux sommels est au produil des dislances 
du pied de la seconde ἃ ces mêmes sommets. 


Fig. 61. Fig, 62. 


Équation de l’ellipse rapportée au petit axe. 


77. Si l'on veul obtenir l'équalion de l'ellipse rap- 
portée au pelil axe, l'origine étant Loujours au centre, 
il suffit de retourner la figure 6r de manière que l'axe 
des y devienne l'axe des æ cl inversement. Dans ces 
conditions, soient +’ el y Les coordonnées d'un point M 
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(Πρ. 62) 11 est clair que si nous comparcns avec la 
figure 61, on aura : 


TL -- μ᾽ el y = χ΄. 


Metlons ces valeurs dans l'équalion (56), nous lrou- 
verons : 
TER OUPS TOO. (0 1) 


C'est l’égualion de lellipse rapportée au pelil axe, 
l’origine élant au centre; et nous voyons qu'elle est 
de la même forme que l’équation (56) Llrouvée précé- 
deminent (n°95). 


..55" 


Ὴ 
Fa) 
Ν 
AA Œ), 
‘ 
S 
Fig, 63 - ISqualion de l’ellipse rapportée à son paramètre. 


Équation de l’ellipse rapportée au paramètre (fig. 63). 

78. Rappelons à ceux qui l'auraient oublié que le 
paramètre (ap), dans une ellipse, est l'ordonnée qui 
passe par le foyer. Sa dislance à l'axe étant c (dermni- 


distance focale) οἱ appelant p (1/2 paramètre) l'ordon- 


née qui correspond à celle valeur de x, l'équation (55) : 
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ὑ3 
I Du ir ((3 Ε ὦ Tv? 
I “a ( ) 
devient : 
D? 
42 (3 
Ρ 7 ( ) 


Remplaçant da — €? par sa valeur D? (1) nous au- 


rOnS : 
Ἧς D° 
 - - El Ps ss Ι 
[ (" cl 1] 


Nous avions déjà oblenu cette valeur par un pro- 
cédé différent dans La Géomélrie dans l'espace 
(n9 117). 


La dernière expression peut s’écrire : 


vi” D ΓΝ ἀξ UE [a 


D TE 2 D ἃ 
el nous voyons que sous celle forme, il est clair que 
ab (le 1/2, pelil axe) es moyenne proporlionnelie 
entre Δα οἱ ap, c'est-à-dire entre le grand axe οἱ te 
paramètre, 
La proposilion [2] peut aussi s'écrire en inversant 
les rapports : 
ITR ἸῊΡ 


“Ὁ 0 


[3] 


(1) On ἃ en effet d’après le n° 70 : 


av = bd + = d'où : bi = α — εἰ. 
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el celle fois nous voyons que le paramètre esl une lroi- 
sième proporlionnehe (1) entre les deux axes de l'el- 
lipse. 


ΝᾺ | 


Fig. 04. -— Disposition de l’ellipse d’après son équation. 


Disposition générale de l’ellipse déduite de son équa- 
tion. 


79. Reprenons l'équation de l'ellipse mise sous 
cette forme : | 


"5 = hé (ES) 
: ad? ᾿ 
οἱ déduisons les valeurs de y el de x ; nous aurons : 


(1) V. pour la définition de la troisième proportionnelle Ie 
ἢ 5, 3. 
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A .-..ὄἕἌΆῳ..---- -- 


δ ΡΟ ΠΕΣ: 
CASE ΤῸ Va ex -- + VE a [2] 


es Ÿ 
Si dans [4] on fait y — o, on a : ιν 


V0 


ou (MES jou 52 CL 
D 


Ὁ ΒΞ ΣΙ 


Cetle première constatation nous montre que la 
courbe sur l’axe des +, ne peut dépasser la valeur de 
+ actde— α (1/2 grand axe) à droite et à gauche du 
centre O; la courbe est donc symétrique dans ce sens 
(ν. fig. 64). 

Si do même nous faisions + — 0 dans [1], nous 
aurions y — + ὃ, ce qui montre encore que la courbe 
est limitée à -+- ᾧ οἱ --- ὃ sur la ligne des y; si bien 
que, somme loute, 6116 est encadrée par un rectangle 
dont les côtés sont parallèles deux à deux aux axes de 
l'ellipse et dont les distances entre clles sont 2a et “Ὁ. 

Enfin, l'examen des équalious [1] οὐ [1 montre 
aussi qu'à chaque ordonnée de valeur y correspondent 
deux abscisses égales οἱ de signes contraires -} y οἱ 
τς 9 

On peut voir encore, par l'égalité des triangles 
intérieurs, que les points M οἱ Me la courbe, ayant 
des ordonnées et des abscisses égales en valeurs abso- 
lucs, mais de signes contraires, sont symétriques par 
rapport au centro O. Ce point O est donc nécessaire- 
ment un centre de symétrie pour toute Ja courbe. 
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L’Ellipse considérée comme la projection d’un cercle 


(fig. 65). 

80. Prenons deux plans N et P qui se coupent en 
faisant entre eux un angle quelconque Ὁ. plus pelit 
que go°. Sur le plan N, tracons une circonférence de 
centre Ο situé sur l'intersection des deux plans. 


Maintenaut, projetons sur le plan P, la circonférence 
du plan N.IL suffit, à cet effet, d'abaisser des points de 
la circonférence, des perpendiculaires sur le plan N. 
Soit M un point de la circonférence ct M' sa projec- 
tion sur P. Abaissons ME et M'E sur l'intersection qui 
va nous servir comme ligne des abscisses. M οἱ M° au- 
ront même abscisse ΟἿ -- +. Appelons y l’ordonnée 
de M’ dans le plan P et y' celle du point M dans le 
plan N, nous pouvons écrire, &« étant Ie rayon du 


cercle : 
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[ 1 | a? τὰ nee τοι: a? 
ct d'autre part, en remarquant que dans le lriangle 
MEM' : 
ΤΕΥ : ( 
y = y cosÙ 


NOUS AUFONS : 


“y 


ΝΣ 1 
3] ge = -ὦ 


cos® 0 


Remplaçant y? dans [1] par sa valeur trouvée dans 


[2], il viendra : 


l ϑ 5 I 2 
x? -|- 9 = α΄ οἱ -— + RCE 
cos? 0 εἰ 5 οο530 
Si nous faisons ( cosû — ὃ, nous aurons finalc: 

inentl : 
De y? 
5} + τι 

a? b? 


Le point M est donc sur une ellipse dont le grand 
axe est le diamètre du cercle οὐ dont le pelil axe ἃ 
pour valeur “Ὁ. 

De l'équation [3], il est facile de remonter à l'équa- 
Lion [1] en passant par [2] οἱ l'on voit qu'un poinl 
quelconque de Pellipse est bien la projeclion d'un 
point du cercle. 

(V. aussi à ce sujet les n°* rro ctirr de la Géom. 


dans l'espace). 
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Équation de la tangente à l’Ellipse. 

81. Nous savons qu'une tangeute à une courbe est 
la limite vers laquelle Lend une sécante mobile telle 
que SM’ (fig. 66) lorsque les deux points où cile ren- 
contre la courbe (M', Μ΄) 86 rapprochent indéfiniment 


(voyez M, fig. 63). 


Fig. 66. Fig. 67. 
Équation de la Langente à l'ellipse. 


Soient donc, y’elx, y"les coordonnées des points 
M’, M’ (fig. 66) de la sécante mobile, SM'. Celle-ci 
peul être considérée comme une droite assajeltie à 
passer par deux points donnés Μ΄, M”, Écrivons donc 
l'équation de celle droile en appelant x’, y" les coor- 
données de M’, οἱ x”, y" celle de M”. La formule (38), 
nous donnera pour l’équalion de la sécante : 


1" — y ; ; 
HU + (t — x) (01) 


Les points M’ οἱ M" appartenant ἃ unc ellipse, l’équa- 
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lion de celle courbe (56) rapporlée au centre, devra 
être satisfaite par les coordonnées 2’, 1} οἱ x”, y de 
ces deux points et nous aurons : 


AD χα 3 τ δι, Cet CUS 0 Ὁ ΞΕ ΒΘ 5. (05) 


Retranchons la première de ces équations de la se- 


conde, il viendra : 
Br?) + DR — x?) = 0. (64) 


Mais si nous remarquons que les quantités entre 

parenthèses sont des différences de deux carrés, celte 

dernière équalion pourra se melire sous celte forme : 
("Ὁ y) ("+ y) LG — TI" + 2) = 0 

d'où : 

SEA 


SUR d'A t 
fer al 


ΡΞ ον. (ὃ 


mais l'équation (62) nous avait donné, équivalem- 
ment : ὲ 
1 5:1}: YU 


LL Be) 


Égalant les deux derniers membres des deux équa- 
lions précédentes, il viendra pour l'équation (62) de 


la sécante : 


LEE 


δ (χ᾽ ++") 


1--} =—— 


me ἔχ 2 (88 
αὐ (ΠΡ Do 


La corde M'M” scra langente à l'ellipse lorsque les 
points M’ et M” coïncideront οἱ, qu'alors on aura ; 


L'ELLIPSE 107 


Substiluons ces valeurs dans l'équation (65) et nous 
aurons l'équation suivante qui n’est autre que celle de 
la ligne droite FM, tangente à l’ellipse et formant avec 
l'axe des + un angle y, par exemple (fig. 67) : 


ΩΣ ; | 
U —Ù =—— HN (66) 


En effet, si nous faisons passer y’ dans le 22 mem- 
bre, nous avons une équalion qui est bien celle de la 
droite, puisqu'elle est de même forme que l'équation 
(22) du n° 51: y — ax + ὃ, et il apparaît aussilôt que 
le cocflicient de « — x’ (coefficient angulaire) n'est 
autre que la langenie trigonométrique de l'angle + que 
forme la langente TM avec l'axe des x. (1) 

Donc : 

PQT: 


lang. trigon. deg = — — τ (67) 
EN | 


Galculons celle valeur en fonction de l’angle ὦ que 
la droite MO, menée du point de langence au centre O, 
forme avec le grand axe (fig. 68) x et y désignant 
toujours les coordonnées du point M, nous aurons : 


LR REIN 


JA = ἰὼ 


(1) Dans la formule (66) quo nous transformorons bientôt, les 
valours æ ot 7 sont les ordonnées d’un point de la tangente 
autre que le point de contact. 
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d'où (67) devient : 


b= Ι 


a go 


La φ = ——— 


(68) 


comme celte dernière valeur n’est pas affectée du 
signe +, 1] s'ensuit qu'on ne peul lrouver qu'une 
seule tangente à un point M de l’ellipse. 

SUPposONs QUE CC point soit en À, à l'extrémité du 
grand axe (fig. 69), alors τ᾿ — aety = 0 ct nous au- 
rons, d'après (67) : 


Y 


Fig. 68. Fig. 09. 
2 
ἐκ φ ἘΠ τοῦ mt, = — L; 
πα ὦ 


la tangeule est donc parallèle au petit axe el ne peu 
le rencontrer (fig. Ga). 

Si le point M s'éloigne de A et s'approche de B, x’ 
diminue landis que y'augmente, ce qui lend à dimi- 
nuer la valeur absolue du 45 membre de l’équation 
(07) el aussi l'angle φ. 
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Enfin, si le point M esten B, extrémité du petit 


axe, on ay — D οἱ χ᾽ == 0; la valeur de (go devicn- 1 ? 


ἄνα nulle et la tangente à l'ellipse scra parallèle au 
grand axe οἱ ne pourra le rencontrer. Le point de 
contact T'avec l'axe des x scra rejelé à l'infini (fig. Go). 


Autre forme de l’équation de la targonte. 


82. On peut mettre l'équation (66) sous unc forme 
plus symétrique el la ramener d'abord à celle-ci : 


CU απ απ EADERSES 
mais (56) nous avait déjà donné : 
y br = δι 
ce qui est vrai quelles que soient Iles valeurs des 


ordonnécs æ ΟἹ y correspondantes. Nous pourrons 


donc écrire : 
GUY, DiRL = DR, (69) 
qu'on peut meltre encore sous celle forme : 


ἢ χχ' 
(" 


Fu = 


et divisant tous les Lermes par b?, nous aurons : 


αν Uy 
+ = (70) 
d ὑ" 


C'est l’équalion classique de la langente ἃ lPellipse, 
au point x’, y. 
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83. Remarque I, -- -- Του 65 ces formules sont faciles 
à vérifier graphiquement. Si l'on construit une ellipse 
exacte et quon mène une tangente TM,le point M 
ayant pour ordonnées 2’, y’, le point T élant sur l'axe 
des + aura une ordonnée nulle, soit y — o. Dans ces 
condilions, a? yy — Oo (v. formule 69) et il faudra 
qu'en mesurant les différents segments, on ait : 


bèxx = αδῦϑ ou plus simplement τα —= αϑ. 


Remarque IT. — Si l'on joint par une droite le 
‘ centre au point de tangence, l'équation de cette droite 
scra de la formo y = «x; el la condilion de passer 
par le point de langence donnera y” = αχ᾽ d'où : 


LE] 
Mais d'après (07) nous pouvons écrire : 


b?x' 
y 


Multiplions ces valeurs l'une par l'autre et nous 
AUTONS : 


{Ὁ b? 


ῳ 


( 


Donc le produit des tangentes α el x reste le même 
quelle que soil la posilion du point de tangence. 
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Valeur de la sous-tangente (fig. 70). 

84, On appelle sous-langente la partie HT de l'axe 
des ἃ comprise entre le pied JI de l'ordonnée du point 
de contact M de la tangente ἃ lellipse et le point T où 
celle même langentle rencontre l'axe des abscisses, soit 
le grand axe prolongé {v. fig. 70). 


.. 
.… 


Fig, 70, — Tangente et sous-tangente dans l’ellipse, 


Calculons la valeur de celte sous-Llangente. Nous 
venons de voir que dans Ce Cas 7 = o οἱ qu'on peut 
écrire : 

IT. = 0 οὐ ὦ = un : (71) 


L 


lei, α΄ = OH el si nous retranchons +’ de OT ou x, 
nous aurons la sous-langente FT; nous pourrons 
donc écrire : 

HT ou sous-tangente = OT — OH 


ou sous-langente = t— x où --.--αἃ 
αὖ 
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Réduisant au même dénominateur, il vient : 


d—x? . 
sous-langente — ERA (72) 


20 be x 
N Sous- H | 
Normale ἢ 
μκ---- «χ᾽ ----- > 


l'ig, 71. —, Normalc ct-sous-nôrmace dans Peilipse. 


Équation de la normale (v. fig. 71). 


85. La normale élant perpendiculaire à la tangente 
au point de contact, il suffira, pour obtenir son équa- 
Lion, de renverser la fraction qui, dans l’équalion (66) 
de la tangente, multiplie ἃ — χ᾽, οἱ, de la prendre 


négalivement, on aura alors : 


de MU = 
DE SET "Sri (T— x) (73) 


c'est l’équalion de lu normale au point +’, y', l’origine 


élant rapportée au centre de l'ellipse. 


Valeur de [a sous-rormale (fic. 51). 


86. De même que la sous-tangente est la projection 
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sur le grand axe de la tangente, de même la sous- 
normale est la projection de la normale sur ce même 
axe (fig. 71). 

On obtiendra la valeur de celte sous-normale en 
faisant. y — o dans l'équation précédente (73) de la 
normale, pour avoir l'abscisse x du point où la nor- 
male rencontre l'axe des æ et nous aurons, en cflaçanL 


y dans [65 deux membres : 


Où ; 


or, T— +, cesl précisément la grandeur du segment 
qui représente la sous-normale (voir fig. 71), nous 
pourrons donc écrire : 


3. 


sous-normale — en (54) 


87. Autres expressions de la tangente et de Îa nor- 
male. 

Des valeurs de la sous-langente et de la sous-nor- 
male, on peut tirer des expressions nouvelles de la 
langente οἱ de la normale. 

En effet, dans les figures 70 el 71, tangente el nor- 
male peuvent êlre considérées comme les hypolé- 
nuses de triangles rectangles dont y esl un côté de 


MOREUX. — Géométrie analylique. 8 
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l'angle droit, tandis que le second côté sl la sous- 
tangente d'une part, el la sous mormale, d'autre part. 
Nous pourrons donc écrire : 


Expression de la langente = 1 / (sous-tang.ÿ + γ᾽ 


La sous-tangente est connue (72). Quant à y°, nous 
Lirerons sa valeur de la formule (56). On a en effel, 
d'après {56 bis) qui en dérive : 
be ÉD ETS RFID" b° 


τ ——————— : = (a? QT”. rt) 


F1 De 
υ (3 (3 (3 (ἃ 


L'expression de la tangentle devient donc : 


Tangente de l'ellipse — V (er | μὰ (at — x?) 
LE ΩΝ ) πὶ 


x” a 


on obliendra, en opérant d'une manière analogue : 


Expression de la normale — \/ Gous-normale} + y 
qui devient : 
Normale de l'ellipse = \/ Ὡς ΟΣ + a (a — αὐ 
p: «εἰ d° 
De loules ces formules, on pourrait déduire Îles 
propriétés principales de l'ellipse:elide ses éléments, 
mais notre programainc restreint par la place, ne por- 
met pas de nous y atiarder, d’aulant que da plupart de 
ces questions ‘ont été traitées autrement dans Pour 
comprendre la Géométrie dans l’espace que 16 lecteur 
a dû revoir avai d'aborder l'étuée du présent ouvrage. 


SEPTIÈME LEÇON 


L'HYPERBOLE ET LA PARABOLE 


88. Nous avons vu, en étudiant la Géométrie dans 
l'espace, comment, de l’ellipse on peut passer à la 
parabole (n° 120). Cette courbe peut être considérée 
comme 18 limite vers laquelle tend une ellipse dont 
l'un des foyers serait rejeté à l'infini. 

Il y aurait donc quelque raison, en Géomélrie ana- 
lylique, d'étudier la parabole immédialement après 
’ellrpse, mais où peut se conformer à l'usage el passer 
d'emblée à l'hyperbole. 

Cette habitude classique peut d’antant mieux 56 
justifier que les formules pour l'hypcrbole sont les 
mêmes que pour l'ellipse, à un changement de signo 
près, Alors, en cffet, que l’ellipse est une courbe (0116 
que la somme des distances d'un point aux deux 
foyers, est toujours égale à 24, dans l'hyperbole, c’est 
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la différence des distances aux deux foyers qui esl 


constante οἱ aussi égale à δα. 
En somme, sir ctr sont 105 rayons vecteurs, on ἃ : 


pour l'ellipse : PR ET 
pour l'hyperbolc : r—7 = 24. 


Dans l’ellipse, on a 24 > 20, c'est-à-dire que le grand 
axe est plus grand que la dislance focale, landis que 
dans l'hyperbole on a toujours 46 5» 44; donc, dis- 
tance focale plus grande que les distances séparant 
105 deux foyers conjugués relalifs aux deux hyper- 


bolcs symétriques. 


89. 11 suit de là différentes conséquences qui se font 
sentir dans les formules par des changements de 
signes. Un exemple va faire comprendre, grâce aux 
deux figures 72 et 53, extraites de la Géomélrie dans 


l'espace. 
Lorsqu'on veul exprimer la valeur du 1/2 grand 


axe (a) en fonction du 1/2 pelil axe (b)et de la τ, dis- 
tance focale (c), Le triangle rectangle ombré nous donne 


dans le cas de leillipse (fig. 72) : 
ὩΣ το We} SC οὐ τ el 0", 
mais si nous passons à l'hyperbole, le triangle ombré 


nous donnera : (fig. 72) 


@=c—b où = —®; 
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car, celle fois, c'est le côté € qui est l'hypoténuse οἱ 
uon a, comme clans l'ellipse. 

Aussi, comme nous l'avons déjà fait remarquer 
(Géom. dans l’espace, n° 133), pour conserver l’ana- 


2 , 
xl lransverse 
Se Se v RES 


0 
ώ 


Xe 
NON (TONSV. 


Relations entre les quantités à, b, € 
(fig. 72) dans l’ellipse (fig, 73) dans l’hyperhole. 


logie entre les deux courbes, on lransforme l’expres- 
sion D? = οὗ --- αὐ en supposant loujours D? négatif et 
l’on peul ainsi écrire une équalion calquée, à un 
signe près, sur celle de J’ellipse : on aura dès lors : 


pour l'ellipse : ὑ5 - α --- CE 


pour l'hyperbole : -- δ = «& — οὗ, 


el c’est avec ce signe moins (—) que D? entrera dans 
les formules. | 

Tout ceci élant rappelé, cherchons rapidement les 
équalions se rapportant à l’hyperbolce. J'ai écril « ra- 
pidement » parce que ces équalions donnant lieu aux 
mêmes remarques que celles de l'cilipse, nous ne 
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serons pas dans La nécessité d'écrire loutes les trans- OU : 


formalions intermédiaires; ceux qui trouveraïent ici G—+r}{r ΞΕ ἦν = het 
quelques difficuliés, les auront vite résolues en 568 
reportant aux équations analogues de la leçon précé- etcommer —r = 26, il viendra : 


dente sur l'Ellipse. 


: ἡ 
Γ 
€ 
Ainsi, nous avons : 
20% : 
— = 7 +7 
ΟἹ: (1 το T1 --- Τὶ 
: 1CT 
Donc, au total : τ Ἔ 27 κα 21 
Ou : 
de ; ΟΥ̓ 
[9] [=—+a 
= 
Fig. 74. — Équation de l’hypcrhole rapportée au centre. at 
: ; ; : ‘Hi td , 
Équation de l’Hyperbole rapportée au centre (fig. 54). [Δ] 3 = > + 202 + (δ. 


90. Les triangles rectangles [ΜΗ οὐ FMI qui ont 


pour hypoténuser οἱ, Γ᾿ nous donnent d'abord : Egalant [1] οὐ [4], il vient après transformations : 


1] TE + Ὁ TC: eye + a (α — ΟἿ = αἢ (αὃ — À). 


| 
[2] Fe De CPE ΟΣ 
Représentant la constante a? — οὗ (qui est loujours 


négative dans l'hyperbole comme nous l'avons ob- 
servé plus haut} par — b?, nous aurons : 


d'où relranchant membre à membre, 1] vient : 


re — ὃ = cr 
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y? — br? = — bi? (75) 
Divisant lous les termes par @b? et changeant les 
signes, il vient finalement : 


τὰ 1° 


d b? 


(70) 


Telle est l'équation de l'hyperbole rapportée au centre. 
Elle est facile à retenir, puisqu'elle ne diffère de celle 
de l'ellipse que par le signe —; on pouvait le prévoir, 
puisqu'ici, 24 est la différence des vecteurs r'ctr. 


91. Remarque. --- On peut, au lieu de donner une 
valeur négative à ben meltant — b?, se contenter de 
changer (a — c?) en (€? — αϑ). On aboutil alors à une 
équation équivalente à celle trouvée plus haut, soil : 


ὑπ" — y = El? (77) 


92. Nature de la courbe déduite de la formule précé- 
dente. 
Si dans l'équalion précédente, nous faisons y — Ο, 
cetle équalion devient : 
br? = ΝΣ 
ou : LL 
donc : x = ΞΈ α. 


Ainsi, les points d'abscisse + a el — a sont sur la 
courbe et sont symétriques par rapport à Ὁ ; 115 
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répondent en effel aux deux sommets de l’hyperbole 
(fig. 79). 

Existe-L-il des points intermédiaires entre ces deux 
valcurs? Nous allons nous en rendre comple en 
résolvant l'équation (77) par rapport à y, ce qui nous 


donne : 
δ }—— 
{ — M ------ / a? durs (" , 
y Σ \ 


Ce résullal montre que y 


n'est réel pour aucune valeur 
de + comprise entre — a οἱ Fig. 75. 

1 «& el on chercherail en vain 

un point de la courbe entre les paralleles passant 
par les sommets el qui sont perpendiculaires à l'axe 
(05 2. 

On voit en effet qu’en donnant à α on à - x des va- 
lcurs moindres qne a, Pordonnéc y est imaginaire. 
Mais si l’on donne à æ des valeurs au-dessus de 4, on 
voil que plus æ augmentera, plas grande sera l'ordon- 
néc el comme celle ordonnée y peut avoir deux va- 
leurs égales et de signes contraires, la courbe étendra 
ses deux branches jusqu'à l'infini. | 

Hi suit qu'un point M aura son symétrique répété 
trois fois suivant qu'on aura y el +x, l'abscisse 
étant loujours supposée supérieure à a cn valeur 


absolue. 
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Supposons maintenant que dans l’équaliow (77) 
nous fassions % — 0, nous aurons : 


y = — bou y = + ΥνΞ δὲ ou y = + b 4΄--ἰ : 


Ainsi, l'ordannée qui répond ἃ æ — o esl imagi- 
naire ; donc le double de l'ordonnée 2b, qui est ce que 
l'on appelle l'axe non-fransverse (v. fig. 73), 651 lui- 
mème énaginaire el c’est par une pure convention, οἱ 
pour établir une analogie avec l'ellipse, qu'on ἃ admis 
cel axe répondant au petit axe de l'ellipse, car en fait, 
le vrai pelit axe de l'hyperbole ἃ pour valeur : 


3b /—:1. 


93. Équation de l’Hyperbole rapportée aux sommets. 


19 Faisons passer l’axe des y par le sommet et 
soil un point M (fig. 76) qui avait pour coordonnées 
rapporlées au centre, + ety. Son abscisse, dans le cas 
où on le rapporle au sommet $', sera æ οὐ nous au- 


rOnS : 


T=x—a 


dans la nouvelle hypotlièse. 

Introduisons celte valeur à la place de x dans 
l'équation (77) en nommant y” l'ordonmée correspon- 
dante, il viendra : 


Dee ᾿ 
(«3 — 2ax'). (78) 


13 τῷ 
" dd“ 
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Telle est {’équation de l’hyperbole rapportée au som- 
mel S". 

3° Faisons passer l'axe des y par le sommet S οἱ, ap- 
pelons +” l’abscisse du point M, nous aurons, d'après 


là figure 77: 


lg. 70. l'ig. 77. 
Équation de Fhypcrbole rapportée à l’un die ses sommets. 


Cette valeur substiluéc à x dans l'équation (77) nous 
donnera : 
L° 


nm @°+2@ ) (70) 


ie = 


C'est l'équation de l'hyperbole rapporlée au sommetS. 


94, Équation de l’Hyperbole équilatène. 


Lorsqu'on ἃ dans une hyperbole a -- ὃ, ectte hyper- 
bolc offre ses asymptotes perpendiculaires entre clles. 
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Faisons donc ὃ — a dans l’équalion (77) οὐ nous 
aurons : 


Ι 
ὼὸ 
| 

R 


υ" + (80) 


pour l'équation de l’hyperbole équilalère rapporlée au 
centre. 


95. Au cas où l’on prendrait les asymplotes comme 
coordonnées reclangulaires, on trouverait, par des 
considérations géométriques déjà données dans la 
Géométrie dans l'espace (n° 165), 

(fs 


1 = —=Jaonslante ; (81) 
2 


c'est léqualion de l'hyperbole équilalère rapporlée à 
ses asymploles. 


96. En raisonnant comme au n° 56, on arriverail, 
en ce qui concerne deux points de l'hyperbole, à un 
résullal analogue à celui que nous avons conslalé 
pour l’ellipse et on pourrail conclure que dans lhyper- 
bole (comme dans l’ellipse) Les carrés de deux ordon- 
nées sont entre eux comme le produit des distances 
des pieds de ces ordonnées aux sommets, qui, dans 
l'hyperbole, sont d'un même côlé de la courbe. Cetle 
propriété est intéressante en ce qu'elle fournit un 
moyen de construire l'hyperbole par points ou de 
vérifier rapidement si une courbe dont on connaît 
l'axe (Lransverse) est une hyperbole. 
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97. Valeur du paramètre dans l’hyperbole. 

Soit 2p le paramètre de l'hyperbole, c’est-à-dire la 
double ordonnée qui passe par Ile foyer (fig. 78) οἱ 
substiluons dans l'équation (77) l'abscisse c el l'or- 
donnée p du foyer à τ οἵ ἃ yet 
nous aurons : 


μ "" { μ 
= —— (05--- ὄ ἃἕὅΣ 
᾿ a 
remplaçant (© — «) par b? 


(n° 91} ct cxtrayanl la racine, 
il viendra : 


p= (82) 


Fig. 78: 


Procédant comme au n° 58, 
nous voyons que dans l'hypcrbole, comme dans l'el- 
hipse, le paramètre esl une troisième proporlionnelle 
au grand axe el au pelil axe. 


98. Équation au paramètre. 


Ἢ : DCE ) bp? 
De l'équalion (82) on déduit que pee se ; Subs- 
dl (Ἱ 
À DES LS “ἢ Α 
lituant cette valeur IT dans l'équalion (77) 
Le 
x ) 
On ἃ: Ta _ (x? — αὐ) (83) 


équalion au paramètre. 
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99. Équation de la tangente à l’hyperkole (ν. fig. 50). 
En parlant de léqualion (77) on trouve facilement 
l'équation de la tangente à l'hyperhole : il suffit 
d'opérer comme pour l'elipse (v. n°81), mais on aura 
soin de changer le signe de 5 αἱ l’on aura : 
Pur 


mn Ὁ ---αἹ (8) 


re 
On peut mettre celle équation sous une forme plus 
symétrique et la ramener à celle-ci : 
Dre. dyiy = Lx —- y"? : 
réduisant Île 2° membre au 


moyen de [ἃ formule (77) nous 
avons : 


ΟΣ -ι}}. "Ξε à 
re - ou finalement : 
Fig. 79. A Eee τὰ (85) 


lquation qui, rapprochée de elle cle la tangente à 
l'ellipse, fait encore apparaître le signe négalif devant 
Ie Lerme qui contient b?. 


Équation de la normale à l’hyperbole (v. fig. 7). 


100. On trouverait de même que l'équation de la 
normale se présente comme dans l'elhpse, el en nous 
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reportant à l'équation (73) nous voyons cncore que 
ὍΣ ROME LE Re" 

—— doil être pris négalivement. On a pour celle 
αϑ 
équation : 


4 (« — x) Sb) 


DL 


Équations de Ja sous-tangentc et de la sous-nor- 
male. (v. fig. 59) 


101. On obtient pour la sous-tangente l'équation 
suivante qu'on pourra rapprocher de celle de l'ellipse 
(n° 54) : 


3 ---- (ἢ ; 
sous-langente — (87) 


ct pour la ; 


Eye ἢ 
sous-norimale — male (88) 
( 


qui est la même que pour l'ellipse ; les conditions des 


deux figures étant iciles mêmes. 
LA PARABOLE 


Équation de la parabole rapportée à son sommet. 
(fig. So) 


102. Soil M un point de la parabole. Faisons passer 
l'axe des y par le sommet Ὁ οἱ faisons ooïincider l'axe 
de la courbe avec l'axe des x. Nous savons que le voc- 
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teur FM ou r égale εἶ, distance de M à la directrice. Si 
M a pour ordonnée y, il aura pour abscisse x. Nous 
savons, d'autre part, que la distance de F à la direc- 
trice égale p (1/2 paramètre représenté en KP}. De 

plus, d’après une propriélé 
À MT connue (v. Géom. dans l'es- 


Œ----=2p 
ᾧ 4 pace, n° 131) le sommet O 65} 
è 
δ Ἶ à égale distance du foyer el 
ἷς ᾿ 4 Γ Φ C2 
à de la directrice, si bien que 
À 

A ν } 

Ne re > nous avons OF — τ . 


ὍΟΙ ὃ idérons le 
fig. 80. Ceci posé, considérons 
triangle rectangle MFIL Les 


côlés de l'angle droil ont pour valeur respective- 
x } Ν 3 y 
DNCT 1] οἱ Ζ D θα Quant ἃ l'hypoténuse elle 
À 
vaut r = d = HA ou x + F_, 
2 
Nous avons donc la relation, en appliquant le théo- 
rème de PYTHAGORE : 


d'où, en cffecluant : 
᾿Ξ ΡΣ. (89) 


Telle cst l’équalion de la parabole rapportée à son 
sommel. 
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Propriété de la courbe. 


193. De là celte conséquence importante : Entre le 
carré de l'ordonnée d’un poiut de la parabole et son 
abscisse, il existe un rapport constant : 

Jun effet, de l'équation (89) on déduit celle-ci : 


y? 
= 2p ΞΞ k (couslante) (90) 


— τοὶ οὐ FF =T; où À =1 


si on prend les ordonnées pour les abscisses. De 
Loutes manières, on possède là un excellent moyen de 
reconnaître on de construire une parabole. 


Nature de la parabole déduite de son équation. 
104. Un résolvant l'équation 7 — 2px, on ἃ : 


y = + V apr 


Le double signe placé devant le radical nous indique 


que y à toujours ἃ valeurs égales, l’une positive, 
l’autre négative : la courbe esi donc coupée en deux 
parties symétriques par l'axe des x, el comme x ne 
peul s'accroilre sans que croisse également y, on voit 
que la courbe se prolonge en deux branches à l'infini ; 
chaque point en s’éloignant de Ὁ dans le sens des x, 
s'éloigne en même temps dans le sens des y. 
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Enfin, la courbe ne s'étend pas, comme l’hyper- 
bole, dans la partic négative de l'axe des x, car si lon 
fait æ négatif, la valeur de y devicnt imaginaire. 


Équation de la tangente à la parabole. Sous-tan- 
gente. (v. fig. 81). 


105. Faisons passer une sécante par les points (x',y') 
et (x”, y”) d'une parabole; si nous désignons par σ 
l'angle formé par celle sécante avec l'axe des x, nous 


aurons : 
Ὗ. y’ XF 5, 
mr SANTE 
£ > 
vel « ; 
14 3 Les deux points élant sur 
T la courbe, nous devrons 
τ Sous Tangente Ὁ S-Norm ; 
N avolIr ; 


y? τὸ 2pX 


Fig. O1. el LE] | à) 
᾿ y ? = 2PDX . 


ar conséquent, il vient successivement : 


Ta AL: RS = 2D (χ᾽ si TL” 


1 M RE 2 
CS WAY 
d'où : 
ap 
| -- - LT 
ARTE Te 


Si le second point sc réunit au premier, nous 
urons à” —z'ety" = y ; la sécante devient alors 
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Langente. Si donc nous désignons par y la langente 
trigonométrique οἱ l'angle formé avec l'axe des x par 
la Langente à la parahole, nous aurons : 


SE ὡ 
ἢ 


οἱ l'équalion de la langente sera : 
) 
p-y = (x x) (o1) 


ou, en remarquant que y? — 2 pr, nous obtiendrons 
une expression plus élégante, soil : 


yy = p (t + æ). (92) 


406. Si nous voulons connaître le point où Ia tan- 
gente rencontre l'axe des x, il suffit de faire y -- ὁ 
dans l'équation (92) ce qui nous donne : 


x = ΘΕ (3) 


Aiusi le point d'interscction (Ὁ sur Ja fig. 81) se 
trouve du côté des abscisses négatives à une distance 
OT égale à l'abscisse OP. 


En ajoutant æ à OT, on ἃ la sous-langente : 
sous-langente PT = 27; (94) 


d'où cetle conclusion que dans la parabole, la sous- 
tangente cst double de Fabscisse, ce qui fournit une 
manière simple de construire la langenitc. 
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Normale et sous-normale. 


107. En prenant négalivement la fraction renversée 
de l'équation (91) de la tangente, on obtient l’équalion 
de la normale et l'on ἃ : 


gps) ὦ 


Si l'on faity — o dans cette équation et prenant la 
valeur de τ — 2”, on trouve pour la sous-normale PN 
(fig. 81): 
sous-normale PN = x —%x — p (1/2 paramètre). (00) 

Ainsi, dans la parabole la sous-normale est cons- 


Llante οἱ égale à la moitié du paramètre. 


Considérations géométriques. 
Nous lerminerons celle Icçon par deux considéra- 
lions géométriques qu'ilest ulile de connaître. 


108. Remarque 1. — lan! donnée une puruabole, 
pour avoir le point de la langente el celui de lu nor- 
male, il suffit de rabattre le rayon vecteur sur l'axe. 

Soient, en celfel (fig. 82), TM une langente au point 
M οἱ sa normale MN ; menons le vecteur FM, puis de 
M, abaissons MD’ perpendiculaire à la directrice DD, 
nous allons prouver que le triangle TFM est isocèle, 

En effet, l'angle 1 — ἃ (formés de chaque côté de 
la langentc); mais 2 — 3 comme alternes internes, 
donc'> ="41;-donc ΓΕ Mr 
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De même, pour le triangle MEN : 4 — 3, puisque 
MN est normale; mais 5 — 6 (allernes — internes) ; 
donc NE — FM = r. Fest donc le centre d'une circon- 
férence passant par T ct par N. 


Fig. 82, Fig, 83. 


109. Remarque 11. — Le lieu çéométrique des pro- 


jeclions du foyer sur les langentes ἃ la parabole est 


la langente au sommet. 

Soil une langente MH (fig. 83). Le point ΤΆ est au 
au milieu de dela droile FI qui joint le foyer F ἃ 
son point symétrique sur la directrice. Donc FH — 
FE; mais on a aussi DA — Al, Dans Ice triangle DFI", 
AU cst donc parallèle à 191“ (directrice) et c'est la 
langente au sommet. 


HUITIÈME LEÇON 


DIAMÊÈTRES ET CORDES SUPPLÉMENTAIRES 


On sail que, dans le cercle, on nomme diamètre 
toute droite qui passe par lc centre. Par analogie la 
définition s'applique à l'ellipse ; celle-ci, lorsqu'on la 
considère comme projcclion d’un cercle (v. n° 80) 
nous fail comprendre loutefois que dans l'ellipse les 
‘droites passant par le centre sont inégales : elles sont 
en €ffet les projections sur un plan incliné (par rap- 
port au cercle) des diamètres du cercle. 

De 1à une étude nouvelle qu'aborde la Géométrie 
analylique. Nous nous bornerons, dans celle [nitia- 
tion, à quelques considéralions simples qui vous aide- 
ront à comprendre le mécanisme employé. 


110. Tout d'abord, nous allons démontrer que ; 
Dans l'ellipse, loul diamètre esl partagé en deux 
parlies égales par le centre (fig. 84). 
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L'ellipse élant une courbe symétrique par rapport 
à ses axes, il s’ensuil qu’en rabatlant la parlie supé- 
ricure sur la partie inférieure aulonr du grand axe 


af 


Fig. 84. 


comme charnière, tous les points de la courbe du 
haut coïncident avec ceux de la courbe du bas. De 
même, on verrait coïncider les points de la moitic 
droite avec les points de la moitié gauche cn rabat- 
tant autour du pelit axe. 

Geci admis, considérons un diamètre quelconque 
MM' el soient x’, y'et x’, y" les coordonnées respec- 
tives de M οἱ de M’; nous avons des triangles rec- 
tangles semblables, car les angles en O sont égaux 
comme opposés par le sommet, el nous allons mon- 
trer qu'il y a, non seulement similitude, mais égalilé 
entre les deux. 
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À cet cffet, raballons autour du pelit axe ; ie point 
M vient en M”; le demi-diamèire MO devient MO, 
et les angles 1 et 3 sont égaux par construction, du 
fait du raballement. Si maintenant nous replions la 
moitié supéricure autour du grand axe, comme 
tt , OM” prendra la direction de OM’ et M” 


devra tomber en Μ᾽ par raison de symétrie. 


Donc OM = OM. 


111. Démonstralion analytique. — On peul encore 
raisonuer de la manière suivante : les triangles MOI 
el M'OI étaut semblables, on peut écrire : 


hi] He 2. 


Cette égalité ressort d’ailleurs d'une autre considé- 
ralion aussi simple, Nous savons en cffel que la lan- 
sente trigonométrique de l'angle 1 est representé par 
y'/x' et celle de l'angle 2 par ἢ.) mais précisément 

- - 


es . 4 A F 7 
parce que 1 — 2 , on arrive à la même égalilé que 


précédemment et l'on peut écrire : 


% 11 5 3 

L ] Ϊ Ἵ 
A ES — ἡ ΚΕ ou ai = —— . |2] 

4: Ἵ 1] L 


Comme d’autre part, les points x”, y’ et x”, y” ap- 
particnnent à la courbe, nous aurons, entre ces coor- 


données, d’après (55), les équations : 
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LD ῥ: ᾿ς 55 De 17 
Ἐπ συ RPC A LE à cor Nm τς τ LA Λε, 


Divisant la première par la seconde, nous aurons : 


13 αϑ ---- x”? 
ue ne nm (98) 
[} Μξξς LES 2 ᾿ 


y τ y” v'? 
TETE TS : τξαττα 3 AS QU EF" = πες. : 
᾿ L f 'Φ T 
nous pourrons écrire : 
λοι Lt 
x'’2 a x’? L 


DE NCUE 


Mais si χ᾽" -x?, il devient nécessaire, pour que 
l'équation (08) subsiste, qu'on ail : 


LE 


D nc Po 
Si nous revenons aux deux triangles considérés, en 
vertu du théorème de Pythagore, nous pourrons 
écrire : 
OM =2 jy ct OM?= ze +y, 
el comme il y ἃ égalité entre les deux seconds mem- 


bres, nous aurons nécessairement : 


OM? = ΟΝ ἃ 
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Et puisque, ici, nous ne considérons que les valeurs 
absolucs sans nous inquiéter des signes (ce qui ne 
changerait pas le résullal), nous pourrons conclure 


{{ΠΠῸῸ: 
OM = OM”. 


5. 85. 


112. Celle démonstralion s’appliquerait aussi bien 
à l'hyperbole ct l’on verrait que chaque diamètre de 
celte courbe est aussi parlagé en deux parlies égales 
(v. dans la fig. 85, OM — OM). 


113. Quant à la parabole, celte courbe n’a pas de 
centre; toutefois, on est convenu d’appeler diamètre 
toute droite qui, passant par un point de la courbe, 
cest parallèle à Paxe des &. La parabole élant en effet 
considéré comme une ellipse dont l’un des foyers οἱ 
le centre sont À l'infini, toute droite rence d’un point 
de la courbe dans la direction du centre, doit êlre une 
parallèle à l’axe des x ou axe de la parabole. 
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114. I nous reste enfin à dire un mot des tangentes 
aboutissant aux extrémités M cel M’ d’un diamètre, 
aussi bien dans l’ellipse que dans l'hyperbole (+. fig. 
85 ct 86). Dans ce cas, les deux langentes sont néces- 
saiaement parallèles. 


Fig. 86. 


Nous avons prouvé en effet que les abscisses MIT ct 

M'IT étaient égales (fig, 86) et il en résulte que les 
3 

droiles OT et ΟἿ᾽, qui ont pour expression se (71), 


y 


5. 


ne diffèrent pas entre elles, ayant la même valeur de 
æ. Donc les triangles OMT ct OM’T” sont égaux 


Ts 


comme ayant deux angles égaux [ 1 = a) compris 
entre deux côlés égaux chacun à chacun (ΟΜ — OM’ 
οἱ ΟἿ = OT). ἢ s'ensuit que l'angle en T égale l'angle 
en T1”, et comme ces angles sont altcrnes-internes, OT 
el OT" sont nécessairement parallèles. 

Gonclusion : les tangentes menées aux extrémités 
d'un même diamèlre sont parallèles. 
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115. Diamètres conjugués. 

Si par le centre d’une ellipse, on mène un diamélre 
parallèle à la tangente (fig. 87), ce diamètre esl ce que 
l’on appelle un diamètre conjugué à celui qui passe 
par le point de tangence ; ce dernier prend alors le 


nom de diamètre transverse. 


Fig. 87. lg. 8.8, 


Nous avons vu qu'ils étaient l'un et l'autre parlagés 
en deux parties égales par le centre, mais si nous 
menons des cordes parallèles à la tangente et an dia- 
mètre conjugué, nous conslalcrons de même que le 
diamètre transverse coupe toutes 105 cordes en leurs 
milieux. Sans nous altarder à une longue démonsira- 
tion, il nous suflira, pour le montrer, de considérer 
les cordes de l'ellipse comme la projection de cordes 
menées par un diamètre dans le cercle (v. fig. 88). 
Traçons, en effet, une série de cordes parallèles dans 


un cercle, les milicux de ces cordes sont sur un même 
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diamètre et ce diamètre se projelie suivant une droite 
qui passe aussi par le centre de l'ellipse et du cercle. 
Les plans projelant étant parallèles, toutes les cordes 
parallèles du cercle donnent les cordes parallèles de 
l'ellipse. De plus, Le milieu de chaque corde du cercle 
se projelle sur le milieu de la corde correspondante 
de l'ellipse, puisque chaque partie de cette dernière 
corde égale la moitié de la corde du cerele multipliée 
par le cosinus de l'angle formé par sa corde οἱ par sa 
projeclion. 

Ainsi, lorsque deux diamèlres sont conjugués, l'un 
partage. les cordes parallèles ἃ laulre en deux moi- 
liés. 

Nous allons maintenant chercher l'équation d’un 
diamètre de lellipse, puis la valeur des diamètres 
conjugués en fonction des axes. 


116. Équation d’un diamètre de l’ellipse rapportée 
au centre. 

Nous avons vu qu'un diamètre divise Loujours en 
deux parties égales Les cordes qui sont parallèles à la 
langente mence par lune de ses extrémités. Celle 
propriété va nous permellre de lrouver immédiale- 
ment l'équalion d’un diamètre de lellipse. 

I nous suffira à cet effet de prendre l'équation géné- 
rale d'une corde οἱ de chercher le lieu géométrique 
qui contient loujours le milieu de celle corde, 
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lorsque celle-ci se meut dans l’intérieur de l'ellipse 
parallèlement à elle-même. 
Soil : 
[1] y τῷ ὃ tn 


l'équation de cette corde représentée par NP sur la 


Fig. 89. 


figure 69. En combinant cette équalion avec celle de 
l'ellipse : 

αὐ JE Lx? — αϑὺ", 
il est facile de trouver les coordonnées des points N 
οἱ D où la corde rencontre la courbe. En éliminant y, 
on aura : 


20 n (η3 — 3) @ 
L2 -t- a 53 b? + (3 ὧὼ3 
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Or, cette équation admet précisément pour racines 
ics abscisses x’ et x” des points N el P. Si l’on repré- 
sente par x l’abscisse du point 1, milieu de NP, on a 
cn cflet ; 


Or, on sait que dans l'équation générale du second 
degré, 2? + px -- q = 0, la somme des deux racines 
χ᾽ et +” égale le cocfficient du second terme pris en 
signe contraire, Où -— p ; où pourra donc écrire : 


χ᾽ ai ΠΝ 


el l’on aura par conséquent pour l’abscisse répondant à 
x (celle du point |) : 


ἢ nd 


à Dm στ οὩς- 
| | b? | ΟΣ 3 


Porlons celle valeur dans l'équation {1] de la corde 
el nous aurons pour l’ordonnée y correspondante : 


n b* 


STE. RE dE 


Divisant [3] par [2lafin d'éliminer n, nous aurons 
finalement ; 


I Ru 2 , ἊΝ ε 
Es Ξ- ξεν , l'OS U = --“π τ Ξτ---. (99) 
ἣν α ὃ α ὃ : 
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Cetle équalion contient encore à qui n'est autre que 
le cocfficient angulaire de la corde NP; elle repré- 
sente donc, par conséquent, le lieu géométrique des 
milicux de loutes les cordes parallèles à la même di- 
rection que NP. 

ΗΠ s’ensuil qu'elle est l'équalion d'un diamètre, et 
comme la droile qu’elle représente passe par l’origine 
O, centre de la courbe, nous pouvons conclure, ce 
que nous avions déjà établi par d'autres considéra- 
lions, que tous les diamètres de l’ellipse passent par 
le centre. 


117. Nous allons maintenant conslater qu'il existe 
un rapport remarquable entre la direction d'un dia- 
mètre et celle des cordes qu’il divise en deux parlics 
égales. 

Soil LouJours : 


l'équation d’une corde quelconque οὐ soit : 
y -- δὰ 


celle du diamètre correspondant : égalant celle valeur 


de y avec celle que nous venons de trouver, soit : 


b2 
nent “ 


αΞ ὃ 


nous aUrONns : 
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à? TT PT b2 


a? ὃ 


L 


De là, nous pouvons déduire, entre les Llangentes ὃ 
ct à’, la relation : 


FRANS SEE 


118. Si maintenant, par l’exlrémilé du diamètre on 
mênce une langente à l’ellipse MT et qu’on nomme α 
la langente trigonométrique de l'angle MTX, on a 
trouvé entre α el δ᾽ cetle équation (v. n° 83, Re- 
marque 1) : 


ὑ3 
S9 
œ 0 = --.. - 


donc ὃδ᾽ --- αδ᾽, d’où α = δ᾽. Donc les cordes qu’un 
. Lg Ἵ Φ 4 ΕΣ > 
diamètre divise en parties égales, sont parallèles ἃ la 


langente menée par l'extrémité de ce diamètre. 


119. Le produit 60 élant constant et toujours égal à 
per LE # 

πε’ τὺ ilest évident qu'il ne peul jamais devenir 
Coral x, exceplion faile cependant pour le cas du 
cercle où b = «a; donc les axes actuels des coordon- 
nées sont les seuls axes de la courbe. 

SI maintenant on mène un second diamètre dont 
l'équation soil y — ëx, les cordes que cc diamètre 
coupe en leurs milieux, devront être parallèles au 


MOREUX, Géornétric analytique. 10 
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premier ; car si l’on représente l’équalion générale de 


ces cordes par y — à” æ + n, on doit avoir aussi 

Ἃ y LA à nn) A n 

0°” —-—— et par conséquent ὃδ᾽ = 89”, d’où δ᾽ -- δ᾽, 
a 


Ainsi deux diamètres don! les équations sont : 
1): ὦ OT τοὺ Πρ» Ξε δια 


ct pour lesquels on a la relation [4] sont tels que cha- 
cun d’eux divise par moitiés les cordes parallèles à 
l’autre, et c’est précisément celle propriété qui leur a 
valu le nom de diamètres conjugués : c’est d’ailleurs 
ce que nous avons déjà vu au n° 115. 


120. Valeur des diamètres conjugués en fonction 
des axes. 
Soient « l’angle que le diamètre transverse (OM) 
forme avec l'axe des », et β celui que fait son conjugué 
(OM) avec le même axe (fig. 00). 


L'équation de l’ellipse élant : 
D? x? | αὖ ν" ἘΞ ΠΕΣ 


celle-ci sera salisfaile par Îles coordonnées χ᾽, y du 
point M où le diamètre transverse rencontre la 
courbe. 

Remarquons en passant que le raisonnement de 
out ce paragraphe peut s'appliquer à l’hyperbole, à 
condition de changer dans Fléquation précédente, 
+ y en — αὐ 3: mais ici, nous nous bornerons à 
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l'ellipse et nous aurons : 
DEC μα 3 (8 LE (100) 
Mais le triangle rectangle OMII nous donne : 


d’2 ΠΩ x’? tu ÿ'=. 


Fig. 90. 


Substituant dans cette équation la valeur de y'?üréc 
de (100), nous aurons : 


| br 
4135 τ 5 1 ὃ — —- 
(3 


OU : 
ea? = x? + αδὺϑ — br". (τοι) 


D'autre part, dans Ie triangle ΟΠ, nous avons : 
9 3 
Φ = (A COS, 


valeur qui. introduile dans Péqualion (ro1)}. nous 
donne : 


a? -- (δα cos + ab? — La’?cos «, 
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Mettant &’? en facteur commun οἱ transformant, il 
vicnt : 


εϑα 3 (τ — costa) --ὶ D? — a’?b? cos? a. 
Remplaçant τ — cos? à par sin? a, nous avons : 
a? sin?o + α᾽ὺβ οοβδα — ab? 
d’où : 


a? D? 


a? "qe 
D2 cos a -|- (δ sin? « 


(102) 

Ou peut appliquer un raisonnement identique au 
demi-diamètre conjugué δ᾽ considéré relativement à 
l'angle β et nous aurons une équation similaire : 

1e NRA ER αἱ τε ες SUIS) 
b? cos? 6 1. εὐ sin? Ê 

121. En regardant la figure go, où l’on voit que le 
diamètre OM”, conjugué de OM, est parallèle à la 
langente passant par M, il devient vraisemblable 
d'admettre que les angles α el $ sont liés par une 
relation telle que si α est donné, B esl par là même 
délerminé, lui aussi. 

Cherchons donc la relation qui doit exister entre 
ces deux angles, 

Nous remarquerons Loul d’abord que OM (ou αὖ) 
passe par l’origine O; et puisqu'il fait avec [ΧΟ des 


x un angle α, il répond à l'équation : 


y = xXlga, 
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οἱ comme le point de tangence M ou x’, y’ cest sur ce 
diamètre, l'équation précédente doit Glre salisfaile 


par les coordonnées χ᾽ y’. On doit donc avoir : 


d’où l’on Lire : 


Lg œ ----- (104) 


Mais, d'autre part, le diamètre OM” passant aussi 
par le centre οἱ faisant avec l’axe desxle même angle β 
que la langenle au point æ’,y', ce diamètre rencon- 
trera l’axe des + sous un angle dont la tangente trigo- 
nométrique nous esl connue (formule65)et l’on pourra 
écrire : 

"γ᾽ " 


En multipliant celte dernière valeur par celle de 
g α que nous venons de trouver (104), on a finalc- 


ment éliminé χ᾽ οἱ y’ οἱ 1] vient : 


Nous pouvons donner à ce résullat une autre forme 


en changeant : 
sin α sin 


[σ᾽ α Οἡ -------.- et teen ———— 
3 COS & δ, οὐδ 
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el nous aurons : 


sing snmê ἘΞ D? 
COSx cosé & ᾿ 
Ou : 
a sin a sin καὶ — — b? cos « cos £. 


422. Dans le cas de l’hyperbole, on aurait le signe -- 
au lieu du signe — devant le second membre, soil : 


& sin & sin £ — Dcosa cos f. 


123. Si nous rapprochons le résultal que nous ve- 
nons d'obtenir du n° r18, nous voyons que nous 
somines arrives à Ha même conclusion par deux 
méthodes différentes : 

Le produil des langentes trigonomélriques pour 
deux diamètres conjugués est constant el loujours 


D 


[πἹ 


égale à ——— ,. 


2 


Cordes supplémentaires. 


124. On appelle cordes supplémentaires dans une 
cilipse, celles qui sont menées d’un point de celte 
courbe aux extrémités d’un diamètre (v. fig. 91). 

Soil, par exemple, le diamètre DD’, D'un point 
quelconque M pris sur l’ellipse, menons MD, MD’: 


ces deux cordes sont diles supplémentaires. 
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Appelons x el y les coordonnées du point M ; 
τ᾿ ο.. ἢ -- D; 


les coordonnées du point D’ seront — χ᾽ οἵ — y. 
Désignons maintenant par y el γ᾽ les tangentes tri- 
gonométriques des angles MHX, MEX que forment 


Fig. 91. —- Diamôtre et cordes supplémentaires. 


les deux cordes supplémentaires avec le grand axe, 
nous aurons pour les valeurs de y et &e γ᾽ (n° 53, v. 
équalion d'uue droite qui passe par deux points 


donnés) : 
HER Een y ROLE AU 
Z—X τ TX 


En multipliant Ὑ par γ᾽, il vient : 


ue I 4 
[1] jy = J_ a 
LC — TL 


...ὄ ὦἝὦοὦοὃὕὺ....ὄ.... ... .-ο-.ἘςἘςἘςἘ-ς-ς- 
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Mais Les deux points M et D étant sur l’ellipse, on ἃ 


entre + el y, & ct y’ les deux équations : 


FER ὃ; (6, -Ξ +0) DER EE | RE ὃ (ai — zx?) 
qe (ὃ 


Relranchant ces deux équations l’une de l’autre, il 


vient : 

, b? Ω 2 

DÉS ταί 0°) 
& 
d’où l’on couclut, d’après [1] : 
b? 
« -τ - F 
FÉES (105) 


Ainsi, nous voyons que le produit γγ᾽ esL constant, 
non seulement pour un point autre que M, mais 
encore lorsque l’on méêénce les cordes du point M aux 
extrémités d’un autre diamètre. 

125. De là, il résulte que si deux cordes supplémen- 
taires AN, ΒΝ (lig. 92) sont menées des extrémités 
d'un même diamètre, du grand axe AB par exemple, 
les parallèles à ces cordes menées par les extrémités 
de lout autre diamètre DD’ seront aussi supplémen- 
aires relalivement à cel autre diamètre ; οἱ ces nou- 
velles cordes DM, D’M étant prolongées, feront entre 
elles les mêmes angles que les premières. 


126. Si nous appelons α οἱ αὐ les langentes des 
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angles formés avec l’axe des + (fig. 93) par la fangente 
MT et le demi-diamètre OM, nous avons vu que le 
produit est le même que pour γγ᾽ οἱ l’on peut écrire : 


A ΞΕ YY ; (106) 


d’où si a’ — γ᾽, on (οἷν avoir &« = y; c’est-à-dire que 


Diamètres el cordes supp'émentaires. 
Fig. 92. Fig. 93. 


si l’on mène le demi-diamèire OM au point de con- 
act, si l’on Lire par l'extrémité d’un diamètre quel- 
conque, la corde AN parallèle à OM et si l’on mène 
ensuite la corde supplémentaire NB, la tangente MT 
sera parallèle à cette dernière corde. 

Celle propriélé fait connaître la Langeutle à l’ellipse 
en un point donné de celle courbe ; et il est facile de 
modifier la construclion pour le cas où la tangentc 
doit être parallèle à une droile donnée, EG par 


exemple, 
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127. Pour deux diamètres conjugués dont les équa- 


tions sont : 


nous avons trouvé entre à οἱ δ᾽ la même relation 
qu'entre + οἱ γ᾽. De là on peut donc encore conclure 
que deux diamètres parallèles à des cordes supplé- 


mentaires sont loujours conjugués. 


NEUVIÈME LEÇON 


COORDONNÉES ET ÉQUATIONS POLAIRES 


Nous allons maintenant étudier les courbes planes 
à l’aide d'un nouveau système de coordonnées, celles 
qu'on appelle coordonnées polaires. Le procédé est 
assez simple el rend surlout d'appréciables services 
dans le cas de courbes offrant un centre défini, telles 
les spirales par exemple, 


Les coordonnées polaires. 


128. Soil un axe X’X οἱ un point M silué au-dessus 
de cet axe (fig. 94). 

La position de M sera déterminée si nous choisis- 
sons sur X’X un point 0, auquel nous rapportlerons 
cette position. À cet ellet, joignons M à O par une 
droïte OM et appelons 0 l'angle OMX ainsi obtenu. H 
est clair que, dans ces conditions, M répond à un 
seul point du plan. 
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.Pratiquement, le pôle O étant fixé, on désigne le 
vecleur OM par 2 οἱ l'angle qu'il fait avec OX (axe 
polaire) par 0 ou w. 

Ainsi, pour fixer la position d’un point sur le plan, 
nous avons bien encore deux coordonnées, mais l’une 
(2) est linéaire, landis que l’autre (0) est angulaire. 


129. Conventions essentielles. —— ‘loulcfois, pour 
qu'il nyait pas ambiguilé, on ἃ adimis des conven- 
lions qu'il faut connaître. 

On est convenu en effet de compter ies angles dans 
ie sens direct, c’est-à-dire dans le sens contraire aux 
aiguilles d'une montre, de droite à gauche : ce sens 
est donné par la flèche (fig. 95). Si l'on veut indiquer, 
par exemple, qu'un point M se meut sur une courbe, 
on notera Îles positions successives qu'il prend en M, 
M”, M’ οὐ qui correspondent à un accroissement de 
l'angle 0, comme c’est le cas dans notre figure 95. 
Notons aussi que cet angle 0 n’est pas exprimé en 
degrés, mais en fonclion de l'angle unilé dont l'arc 


ΓΗ 


égalerait le rayon. Un arc élant donné par 2 , il 
100 
: | rrn ag 
suffit de poser = QUE 
190 F CE] Εν . Ζι1 . * ν᾿ 
n = — 57017"45" environ (v. T'rigonomélrie). 
τ 


Dans ce cas, puisque cet angle cest pris pour unité, 
la longueur d'un arc de rayon ἢ s'exprime simplement 
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par 60 ; et 3600 est remplacé par ὅπ, longueur de 
15 circonférence dont le rayon égale 1. De même, 


1809 — r — 2 angles droils, 


Γ π 
οἱ 90° ou un angle droit — Fe 


NV 
x: Ù X 
O Axe polëire 


Les coordonnées polaires. 
Τρ. 94. Fig. 195. 


On voil que, dans ces conditions, l'angle ὁ peut 
varier de » à |- æ,posilivement s'il va dans le sens 
de La flèche et négalivement dans ie sens contraire. S'il 
tourne plusieurs fois autour du pôle Ὁ, il acquicrt 
une valeur égale à plusieurs fois ἃ πὶ augmentée de 0. 

Quant à la valeur du vecteur 2, On admiel encore par 
convention qu'il peut vârier de --- œ à - æ. Les va- 
leurs négatives sont alors porlécs, non pas sur Ja 
demi-droite OM qui fail avec OX, un angle'0, mais 
sur le prolongement de ce Même vecteur qui fail avec 
l'axe polaire OX, un angle égal à 0 1 1809 où micux 


Dir. 
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Comment on passe des coordonnées rectangulaires 
aux coordonnées polaires et inversement. 


130. Soit le point M de la figure 96 dont les axes 
sont rectangulaires, les coordonnées de M sontz οἱ y, 


Fig. 96. Fig 97. 


mais si nous traçons le vecteur OM de la figure 97, ce 
vecleur fera avec OX un angle Ὁ dans [65 deux cas et 


nous aurons Loujours : 


à "9 cos (Mel ἢ " — "0 Sin (107) 


Si dans les formules oblenucs précédemment au 
cours de cel ouvrage, nous remplacions æ Οἱ y par 
ces valeurs respectives, nous aurions des équations en 
coordonnées polaires ou équalions polaires. 

Inversement, on peut, en parlant d'une équation 
polaire, trouver une équation en coordonnées reclan- 
gulaires. Des équalions (107) on déduit en cffel les 


deux relalions suivantes : 


o= + VA Hu cel go = À (108) 
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ou, si l’on veul ὁ en fonction de + sous une forme 
explicite, on écrira : 


ὃ = arc tg Ἄς 
ἼΗ 
On ἃ aussi : 
J Ϊ \ 
SIN0 — Se ΝΕ νει 
ι- V x? +. y? 


(108 bis) 


Équation de Ia droite en coordonnées polaires. 


131. Plusieurs cas peuvent. se présenter. Éxaminons- 
en deux, les plus généraux. 
10} Si la droile passe par le pôle, on a évidemment ; 


« élant une constante qui indique l'angle de la droite 
avec l’axe polaire ; 

29) Soit maintenant une 
droite quelconque AG (fig. 95). 
Désignons par p el 0 les coor- 
données polaires d'un point 


quelconque B de la droite 

ne reel ΣΥΝ Fig. 95. — Jquation 
ΟΡ ΤΟΣ ΚΑΤ Ε ΛΟ. MUC ANS τὰ polaire de la droite. 
perpendiculaire OH sur AC, 


avec la partie positive OX de l'axe polaire οὐ soit 
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d = OH, Nous pouvons écrire, en considérant le 
triangle rectangle BILO : 

d=p(cost — a) 
Ou : 


d 


TV, ep Équalion polaire de la droite. (109) 


ὨΣΞΞΞ 


En développant, il vient: 
e cos Ü cos « + ο sin 0 sino — 
ou 
æ CosSa + usinax = εἰ 


équation qui n'est autre que celle déjà trouvée en 
usant de coordonnées rectangulaires (v. formule 33 bts, 
n° 40). 


132. Équation du cercle en coordonnées polaires. 

Soil une circonférence de rayon R dont le centre est 
sur l'axe polaire. 

1°} Nous supposcrons d'abord Le pôle situé à l'exté- 
rieur de la circonlérence (fig. 90). Fraçons un vec- 
teur 9 aboutissant à un point M quelconque de la cir- 
conférence et irons MC = KR. Le triangle obliquangle 
MOC nous donne, en appelant d Ja distance OGC, οἵ 
l'angle MOC : 


053..-- 20 cos 0 + εἰ --τ- ἈΞ = ὁ (110) 


c'est l'équalion polaire du cercle. 


COORDONNÉES ET ÉQUATIONS POLAIRES 161 


20 Cetle équation se simplifie lorsque la circonfé- 
rence passe par le pôle O, le centre C restant toujours 
sur laxe polaire (fig. 100). 


r'ig 19954 Fig. 100. 
Équation polaire de Ja circonférence. 


Dans ce cas, en effet, d — ἢ et l'équation précé- 
dente (r10) devient : 
p = 11} cos. (111) 
30) Enfin, si le centre ἃ coïncide avec Ie pôle O, on 
a εἰ — 0, ce qui nous donne : 
o=R (112) 
comme cela doit être. 


Équation polaire de l’Ellipse. 


133 On pourrait transformer directement l'équation 
de l’ellipse (57) déjà oblenue on coordonnées polaires, 
mais il est préférable, au point de vue pédagogique, 
d'opérer avec une figure qui parle davantage aux yeux 
(v. fig. 101). 

Soit donc un point quelconque M d'une cllipse dont 
le foyer Κ᾿ sera considéré comme pôle, le grand axe 


MOREUX. — Géomélrie analytique. 11 
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servant d’axe polaire, et soit 9 le vecteur FM. Cher- 
chons d’abord la valeur de $ en fonction de a, de c ct 
de x — OH. Nous avons déjà trouvé cette valeur que 
nous avions appelée γ᾽ (v. formule [5] du n° 71); ici, 
ρ remplacera donc r el 
nOUS AUTrONS : 


15e Cx 
HE MED D ET D ES 
a 


Maintenant, il cest facile 


d'exprimer pe en fonclion 
6. 101. — Equation Dpo- . x 
laire de l’ellipse. de l'angle 0. Appelons x 


labscisse LIL, nous au- 


Fons æ = æ -- ç ct |1} devient: 
(T — cc (δ — ο αὐ 
la] po = a + τίσ» ΞΟ ἘΞ SA En ALL 
a a a 


Mais χ᾽ — p cosû; substituant cette valeur ἃ x dans 
[2] et remplaçant αδ — € par δὲ (comme au n° 71, 


formule 55), il viendra : 


D?  cocos0 b?co cosi 
0 ὌΠ  — QUO Q = + -- 
tr a a 


d'où Pon tire ; 


D 


Équalion polaire de l’ekipse (113) 
( — € cos 9 
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134. Autre forme de l’équation polaire de lellipse. 
On peut obtenir une autre forme de l'équation po- 
laire de l’ellipse rapportée au foyer °° en divisant les 
deux termes du second membre de l'équation précé- 
dente par a et il vient : 
b2 
a 


0 
1 
| 


C 
17-72 "cos 0 
a 


b? 
11) 15. NOUS SAVONS QUE ----- τα p(1/2 paramètre) el que 
pa | | 
C Cr ? , Φ CE À] 
τῆ: (excentricilé) (v. Géométrie dans l'Espace, 


n*® 117 el 99) si bien que l’équalion précédente de- 
vient finalement : 


GRR CES Lee 
P I --- 6 COS D (114) 


équation polaire qui répond, comme léquation (113) 
au cas où 0 cest un angle aigu; si l’angle est oblus, on 
change [6 signe de 6 cos 0. 

est sous celle forme qu’elle est généralement 
employée en Astronomie dans le calcul des orbites 
elliptiques; seulement l'angle 0 est le plus souvent 
désigné par w, ce qui nous donne l’équalion classique 
bien connue des astronoacs : 


P 
ὃ -Ξ ----.-..ὄ.  -.-.. 11/4 Dis 
1 — 6 COS ὼ ( - ) 
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Équation polaire de l’hyperbole. 


135. Un procédé analogue va nous donner l'équa- 
tion polaire de l’hyperbole. Soient M un point de la 
courbe de droite (fig. 102), FM un rayon vecteur p fai- 


1. 102. — Équation polaire de l’hyperbolc. 


sant un angle 0 avec l'axe polaire et posons y = MH ; 
x = ON, c = FO, nous aurons, d’après Ia formule [ὁ] 
du n° 90, pour la valeur de 9 qui représente ici r° : 


᾿ 


ΞῸ 
| 


( 
CHE EX 1: À (ἰ. 
Ω 


Bien que celle équation se présente sous la même 
forme que celle déjà trouvée pour l’ellipse au numéro 
précédent, elle en diffère par les valeurs qu’on donne 
à c dans les deux équations (v. n° 90). 

Noimmons + l’abscisse FIL comptée du foyer, nous 
aurons : 

T=T—0c. 


Substiluons celle valeur dans [{1| il viendra, en 
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tenant compte que € > a : 


cr’ (c2 — @) 
a a 


p — 


et comme æ — p cos Ü, nous aurons : 


D ee τ ΟΣ ΦΜΈΑΛ er) 
a a ϊ 


d’où nous lirerons facilement : 


(5 — αϑ b? 
ρ- © Où ῥ - -Ο-ὔς-------- (115) 
ccosi — a CCos0 — «à 
Telle est l’équation polaire de l'hyperbole ; on la 
met souvent sous une autre forme, comme on l’a fait 
pour l'ellipse, en divisant les deux termes du second 


2 
membre de (115) par a, et en remplaçant 


Ἐπ Ρ 


( CAE ET 

(1/2 paramètre) el — par e (excentricilé) et il vien- 
7e 

dra : 


ΓΗ D (119 DES) 


6e COSO — 1 


Équation polaire de la parabole. 


136. Soient M un point d'une parabole (fig. ro5), 
y son ordonnée, + son abscisse rapportée au sommet, 
o Je vécleur FM faisant un angle 0 avec l'axe polaire. 


Le triangle ombré, rectangle, nous donnera : 


[1 ps τε ἡ + FP° 
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mais nous remarquerons que g? = 2pX; quant à FP, 

ik vautæ — À , nous pourrons donc écrire l'équation 
2 


[1] sous celte forme : 


p° 


ο" = 1 + 1T -|- 
Î h 


ou, parce que le 2* membre est un carré parfait : 


d'où : 


Si maintenant nous appelons σ᾽ l'abscisse FP 
complée du foyer, nous aurons : 


x = + ΣῖΡς 
2 


el la valeur de 5 deviendra : 


ΒΞ +p 
et en mellant 9 cos6 à Ja place de +’, nous obtien- 
drons : 
L | 
7 L 
G FAR 269" (1 10) 
I — COS.0 
137. Remarque. -- In comparant entre celles les 


équalions : 
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0 = APR = us les ῃ == AT ARS 
Γερο 0.282206 c0$ 0 -- τὺ 1 — COS 0 
Ellipse Hyperbole Parabole 


Observons que l’angle 0 étant supposé aigu dans le 
sens des æ ΟἹ des y posilifs, o doit être posilif, ce qui 


Fig. 103. — Équation de la parabole en coordonnées polaires, 


exige que 6 soit moindre que l'unité dans l'équation 
de l’ellipse, et surpasse l'unité dans l’équation de 
l’'hyperbole ; si enfin on remarque que e est remplacé 
par l'unité dans l'équation de la parabole, on en con- 
cluera que l'équation polaire apparliendra à l’ellipse, 


à l’hyperbole ou à la parabole suivant que l’on aura : 
CT CO ΞΡ Οὔ ΠΟΎΡΕΞ NL. 


C'est d'ailleurs ce que nous avions déjà fail remar- 
quer en étudiant l’excentricilé dans les coniques (v. n° 
192 dela Géom. dans l’espace). 
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138. Autre démonstration de l’équation polaire de 


la parabole. 
On a tout d’abord : 


[1] «ἡ -- 2 + FP. Mais FP = p cost 


2 


[2] Ρ = Ῥ- + x, puisque p = MD — dpt 


2 
Eliminantæentre [1] οὐ [2]ona ; 


Ρ 


Ρ 1 — Cos 0 


DIXIÈME LEÇON 


ÉTUDE DE QUELQUES COURBES REMARQUABLES 


Nous ne pousserons pas plus loin ces notions de 
Géométrie analytique à deux dimensions : ce que 
nous avons dit suffit amplement pour inilier le lecteur 
au mécanisme employé dans cetle science qui n’offre 
pour ainsi dire aucune limite. 

Cependant, j'ai cru bon, avant de terminer, de pré- 
senter une étude sommaire de quelques courbes re- 
marquables οἱ qui, parfois, conduisent à des applica- 
Lions praliques importantes en Mécanique industrielle. 
De même, nous donnerons quelques notions Lrès 
simples sur ce que l’on appelle le rayon de courbure 
d'une courbe, en nous bornant aux courbes les plus 
connues. à 

Je rappelle à ceux qui l’auraient oublié, qu'il est 
toujours possible, lorsqu'on obtient léqualion d’une 
courbe cn coordonnées ordinaires, cn coordonnées 
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rectangulaires parexemple, appelées aussi carlésiennes, 
de passer aux équations polaires ou vice versa à l'aide 
des formules de lransformalions données dans la 


lcçon précédente (v. n° 130). 


CISSOÏDE DE DIOGLÈS 


139. Considérons un cercle de diamèlre OA — »2r, 
une tangente AT à l’extrémilé de ce diamètre (fig. 
104). Si, autour du point O, on fail Lourner une 
sécante OB, sur laquelle on porte, à partir du point O, 
une longucur OM égale à la portion IB de la sécante 
comprise enLre [6 cercle et la langente fixe, le lieu du 
point M est une courbe qui porte le nom de Cissoïde. 

On l'appelle souvent Cissoïde de IiocLEs, du nom 
du géomètre grec qui l'avait imaginée pour résoudre 
le problème de la consiruction de deux moyennes 
proporlionnelles entre deux lignes données (1). 

À la seule inspection de la figure 104, il esl facile 
de voir que si la sécanle mobile part de la position OA 
pour gagner la posilion ΟΥ̓, la longueur 1B, et par 
suite OM, augmentant indéfiniment, le point M dé- 
crira une branche de courbe infinie OMM'M". ὁ 
En faisant Lourner Ia sécante au-dessous de OA, on 


obtiendra une branche symétrique de la premiére ; 


(1) Diocrès vivait au n° siècle av. J.-C. ἢ] avait imaginé la 015. 
soïde pour arriver finalement au problème do la duplication du 
cube qui avait Loujours préoccupé les anciens. 
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OÀ constitue donc un axe de symétrie pour la courbe 
enlière ct le point O cst ce que l’on appelle un point 
de rebroussement. 

On peul voir aussi 


Y ἡ 


que la courbe se rap- 
proche indéfiniment 
de la tangentlc fixe 
qui devient ainsi unc 
asymplole. Si nous 
considérons en eflel 
une sécante quelcon- 
que, soit OT, el si de 
la longueur totale OT, 
nous rctranchons al- 
ternativement les 
deux longucurségales 
OM” et CT, nous au- 
rous MT — OC. La 
corde OC diminuant 
de plus en plus cel 
tendant vers zéro, ἢ 


en est de môme de la 


longueur MT el à Υ 

plus forte raison de 

la perpendiculaire Mig 104. — Cissoide de D1o- 
ὯΝ ἰ 5 σαν δ, courbe à deux branches 
M'D, distance à la symétriques. 


tangente. 
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Équation de la cissoïde en coordonnées cartésiennes. 
140. Posons OP — x; MP -- y οἱ abaissons I per- 


Ÿ ἥ 


_———— 
ce 
΄ 
΄ 


l'ig. 100. --- Équation pPC- 
lire de la cissoide. 


Τρ. 105. — Équation carté- 
sienne de la cissoïde. 


pendiculaire sur OÂÀ. Nous pouvons écrire (fig. 105) : 


y II RE AN IH [1] 


— — 


x OIL τ ΔΙ. ἢ 


car OP — TA -- x, puisque ΟΝ] —1IB ; donc 
OK = δ᾽ — 1. 


—— 


D'autre part IL = OH x HA ou IH° = (or —x)t, 


donc, en nous reportant à [1]: 


y? (ar —%) τ Ἔ 
{à (27 — x} 21% 
PA | 
d'où {2| τ --- (117) 


C'est l’équalion carlésienne de la cissoïde. 
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Équation polaire de la cissoïde. 

141. L’équalion polaire de la cissoïde s'obtient 
beaucoup plus facilement. Prenons le point O pour 
pôle (fig. 106) et OA pour axe polaire. Soient a Ie dia- 
mètre du cercle donné ; ρ el w les coordonnées d’un 
point M de la courbe. Dans les triangles rectangles 
OAB et OIA, on ἃ: 


a 
OB — , OI = acosv 
COS w 
d'ou 
( 3 
0 ΞΞ 18 -Ξ- ΟΡ --- ΟἹ -Ξ- 4-- δ δι... 5. ΨὉ 
OS COS w 


Ainsi, l’équalion polaire de La cissoide est : 


s\1n2 
[3] γος νυ σοί (118) 


COS © 
142. Montrons comment, à l’aide de cette équalion 
polaire, il est facile d'obtenir l'équalion cartésienne. 
scrivons [3] sous cette forme : 
p COS - «4 Sin? w 
ou p COS ὦ, p? = α p? Sin? w, 
Cetle dernière équalion, si l'on tient comple des 
formules 108 bis, devient : 
x (a? Ὁ 13) = ay; 
d'où : 
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équalion qui n’est autre que l'équation [2] oblenue 


à 


directement, ct qu'on peul 


mettre sous celte forme : 


[4] ptet) 


L'équation [4] nous indique 


7 
- LA 


immédiatement que æ doil 
être compris entre o el a pour 
que y soit réel ; la courbe cest 
donc lout entière comprise 
éntre.TTet Laxe ‘dés y. ἡ 
a pour y deux valeurs égales 
el de signes contraires ; la 
courbe csi donc symétrique. 
Lorsque æ augmente de ὁ 


à a, y croit de o à w. En même 


ὺ temps, la distance «a — x du 
Fig. 107. — Cissoïle point M à la langente fixe tend 


oblique. ; Ἵ 
: vers Zéro (asyimplote) : c’est 


ce que nous avions déjà conslaté directement, 


Cissoïde oblique. 

143. La cissoïde que nous venons d'étudier est 
caractérisée par ce fait que le centre du cercle se 
trouve sur l'axe des x ou sur l’axe polaire. On dit alors 


que la cissoïde cest droite. 
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Déplaçons ce centre C (fig. 107) οἱ menons la sé- 
cante OA au point de langence À du cercle avec la 
tangente Α΄, nous pourrons conslruire d’une façon 
analogue à l'exemple précédent une courbe à deux 
branches, mais celles-ci auront une allure un pcu 
différente ; celles du bas coupera la tangente en 7", 
point déterminé par l'angle droit GOT’. 

Tout l’ensemble représentera une cissoïde dite 
oblique : c'est une cubique circulaire à point de rebrous- 
sement, cas particulier des courbes diles cubiques. 


B I C'’ 
A ---:»- Β᾽ Α΄ Β᾽ : A” X 
Fig. 108. — Le point À de la circonférence qui roule sur la 


droile AX, engendre une eycloïde. 


LA CYCLOÏDE. 


144. La cycloïide est la courbe décrite par un point 
d'une circonférence qui roule sur une ligne droite, 
Ainsi, dans la figure 108, si l'on fait rouler la circon- 
férence de diamètre AB sur la droite AX, après un 
demi-lour, le point B sera en Β΄ ct le point À en C, 
ayant décril un arc AC. 

Après un tour entier, À sera en Δ᾽, etc... : la courbe 
ACA est vac cycloïde, ou frochoïde (du grec, trochos, 
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roue) qui correspond au mot français rouleile. C’est 
sous cetle dénominalion que PASCAL la décrit, mais 
différents géomètres s'en étaient occupés avant lui, 
Lels Le cardinal de Cusa, le P. MERSENNE οἱ, GALILÉE. 
Plus tard HUYGHENS ct Jean BERNOUILL l'étudièrent 
à d’autres points de vue. 


B 


L'ig, 109. — Placéces en des Fig. 110. -- Les billes 1 el 


endroils quelconques sur 
des ares de cycloïe, Les 
billes 1, 2, 3, 4, 5, arri- 
vent en même temps sur 
la verticale VV”, 


2 qui parcourent une 
cdreile el un arc de cercle, 
arrivent en même temps 
en J3 La bille 3, sur la 
cycloïle, les devance. 


La cycloïde possède des propriétés remarquables, 
celles-ci, entr'autres : 

Si on place plusieurs billes en différents points de 
cycloïdes égales et qu'on les abandonne au même 
moment, elles arrivent loutes en même temps au bas 
de la cycloïde sur la même verticale, quel que soit 
l'arc qui leur reste à parcourir ; c’est la propriélé de 
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l’isochronisme (du grec isos semblable ; chronos, 
temps) (fig. 109). 

Si en outre, à côté d’une rigole cycloïdale, on place 
deux autres rigoles, l’une en ligne droite, l’autre en 
arc de cercle, une bille descend plus rapidement dans 
la première que dans les deux autres, ct l’on cons- 


Fig. 111. -— JetécZdont le” profil est une cycloïde, courbe 
de Ia plus diflicile montée. 


late que le temps est le même pour parcourir les deux 
dernières (fig. 110). 

Ainsi la cycloïde est le chemin de la plus rapide 
descente, οὐ inversement, c’est la courbe de la plus 
difficile montée. 

Cetle propriété est ulilisée dans la construction des 
ietées au bord de la mer, car les vagues montent 
moins facilement au somimet (fig. 111). 


MOREUX. — Géométrie analyliquo. 12 
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145. Construction de la cycloïde. — La cycloïde 
est facile à construire. Divisons le cercle générateur 
(à gauche dans la fig. 112} en 8 parties égales, el par 
les points de division, a, b,c,d,e, menons des paral- 
lèles à OX. Portons maintenant sur OX, des longucurs 


-- ο.-....-.- qu ut ee me me ne ne me nn ee ot um on on 


ΟἹ πνοὴν. ΤΥ νἀ τθς ΣῊ ΤῈ ἤρα À 1 
b $ ν "ἢ 
ΠΥ ONE" DES PT ET ΔΝ 
@ 0 HO RUE 0 
Fig, 112. — Comment on construit une -cycloïde. 


OH, HG, cic., égales au huitième de la circonférence, 
c'est-à-dire à ab. 11 ne reste plus, pour obtenir les 
points de la cycloïde, qu'à mener IH, JG, MF, etc., 
parallèles à ab, ac, ad, etc. 

Les points 1, J, M, N, appartiennent à la cycloïde 
et on peut les réunir par un {αὶ} continu. La courbe 
sc compose d’une série indéfinie d’arcades ONO’, ctc., 
avec des points de rebroussement en, Θ᾽, etc. 


Équation cartésienne de la cycloïde. 

146. Soil G le centre du cercle générateur (fig. 113): 
lorsque le point O est venu en M, ἃ est en Οὐ ct l'arc 
AM — OÀ. Désignons par g l'angle MC'A. 
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Soient OP = x ct MP — y, on aura : 


ῳ = OP =  Ολ — PA = OA — MN 
y = MP = AC — NC 


Mais Comme OÀ = arc AM — ao (a élant le rayon du 


ΟΡ 


ΠῚ. 113. — Équation cartésienne de la cycloïde, 


cercle) il vient : 


Lee ON MIN = ro ἢ SIN φ 
p= AG NC = 4 — a cos φ 
Ο par suite : 
Ὁ = ((φ — sin) 
y = Ai — cos φ). 
Si l’on veut éliminer le variable auxili 


ἼΣΟΝ aire ©, la der- 
niére Cquation donnera : 


COS ἃ == US : 
( 
ΠΕ SOIT Tree" --- - Ὁ Δ [ἱἙἕΌΕΌὄἜΓ,͵ 
Sin αἱ — = ay += V y (24 — y) 
| HEAR ue 
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puis, passant à la fonclion inverse : 
d— 1} 
RE 


x = arc COS 


Subslituant dans la première équation, il vient : 


à Ἐς ———— 
Ὁ τα eee Ve δ ἢ 
: " α ] 


(110) 
ἶ 


C’est l’équalion cartesienne de la ομεϊοϊαο. 


147. L'Épicycloïde. — Si l’on fail rouler un galet 
circulaire de diamètre AB (fig. 114) sur la circonfé- 
rence d’une roue, le point À 
décrit une courbe qui rappelle 
la cycloïde et à laquelle on a 
donné Je nom d’épicycloïde. 

Cette courbe trouve son ap- 
plication en Mécanique, no- 


laumament dans le tracé des 


engrenages (v. Pour com- 
Fig. 114 -——  Épiey- prendre la Mécanique). La 
cloëde, courbe en£eb- Lotion saillante de chaque 
Oréc par un point ᾿ 
d’unc circonfércr cc dent ἃ pour profil un arc 
roulart sur une 29 d’épicycloïde. 
circor férence. L ᾿ Les + 
Cetle disposilion esL néces- 
saire pour que les dents puissent se dégager lacile- 


ment des dents de la roueavec laquelle celles engrènent. 


148. REMARQUE. — Lorsque le mouvement a licu à 
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l’intéricur de la circonférence, la courbe prend le nom 
d’hypocycloïde. 

De même, si dans la cycloïde, on prenait un point 
intérieur du cercle, on aurait ce que l'on appelle une 
cycloïde raccourcie. Celle-ci serait allongée si le point 
était à l'extérieur. Je laisse au lecteur le soin de cons- 
iruire ces courbes que nous nous bornons à men- 


tionner ici. 


LES CONCHOÏDES. 


149. On appelle conchoïde d'une courbe par rapport 
à un point pris comme centre, une autre courbe ob- 
tenue en augmentant 
Lous les’rayons vecteurs 
de la premiére, issus du 
point central, d’une 
quantilé constante posi- 
Live ou négalive. 


Soit par exemple(fig. 


115) une courbe Δ οἰ ἢ 


point O pris comme 


Fig. 115. — Définition de la 
CENLTC: conclioïde,. 


Menons diflérenls vec- 
teurs, OM, OM’, etc., el augmentons tous les vecteurs 
d'une quantité constante k, j'obliendrai des points 1, 
l’, etc. ; le lieu des points ayant pour vecteurs OM + k, 
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OM’ + k, cic., sera unc courbe Δ᾽ que j’appellerai 
conchoïde par rapport au point O. 

La conchoïde est double puisqu'on peut avoir OM 
+ k et OM — καὶ représentée par A” sur la figure 115. 


ἀν ἢ Χ 

Fig. 110. --- Construction L'ig. 117.-— Instrument pour 
de la conchoïde de Nico- Lracer la conchoïde. 
ἰδ. 


Conchoïde de droite ou conchoïde de Nicomède. 
150. Il y ἃ donc autant de conchoïdes qu'on peul 
imaginer de courbes, οἱ par conséquent, il existe des 
conchoïdes de drotiles. 
Soit une droile AM perpendiculaire sur OX et soit Ὁ 
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(fig. 116) un poinl pris comme centre, menons le 
vecteur OM ct prolongeons-le d'une quantilé cons- 
tante k, jusqu'en 1 ; le licu des points analogues à 1 
est une conchoïde de droite. On Fappelle aussi con- 
choïde de NicoMÈDE, géomètre de l'École d’Alexan- 


drie et qui vivait au ue siècle avant J.-C. 


NICOMÈDE avail imaginé cetle courbe pour résoudre 
les problémes de la trisection de l'angle et de la dupli- 
Lion du cube ou des deux moyennes proportionnelles. 
NEWTON s'en servail pour consiruire géométrique- 
ment les équations du 3€ et du 4° degré. 

Suivant PRoczLUuS οὐ GEMINUS, le géomètre grec 
avait même inventé un instrument très simple pour 
tracer les conchoïdes d’une manière continue (fig. 
117). 

Soit en effet, une règle en forme de {é de dessinateur 
el porlant une rainure AB. Une autre règle à rainure 
DGP passe par une pointe P fixée au {6 οἱ porte elle- 
mème une goupille G qui peul glisser dans la rainure 
AB. La distance CD étant délerminée, on comprend 
que si C glisse sur AB, le point D qui porte un crayon 
Lracera une courbe répondant aux propriétés de la 


conchoïde. 


Équation de la conchoïdo de droite (lig. 118). 
151. Soil d la distance de la droite MA (ou OA = d) 


f 
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au point Ὁ. Appclons ὦ l'angle du vecteur MO = p avec 
l'axe des Χ, nous aurons : 
b cos w = d 
d 
COS © 


ou - = 


L’équalion polaire de la 
conchoïde sera donc, cn 
appelant kla quantité cons- 
tante à ajouter à OM : 

εἶ 
δ᾽ τὰ + k. (10) 


COS ὦ 


Fig. 118 — Équation po- 
laire de la conchoïde. ve 
Si l’on veut avoir l’équa- 


ion de la conchoïde intérieure, il suffira de changer 
ἜΚ et l'on aura pour Of (fig. 118) : 


— k. (120 Dis) 


On obliendra ainsi une courbe siluéc entre l’axe AM 
el l'axe des y. En appliquant les formules connues, 


on ἃ pour l’équalion carlésienne de la conchoïde : 


ou (a2+ 5) (x — ε)3- ϑχξ, (191) 


Suivant que la quantité constante Κα à ajouter au 
vecteur qui Joint le centre O à la droile, est plus pe- 


Lite que d'ou égale à d, ou lui est supéricure; on a 
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trois paires de courbes représentées par les figures 
119, 120, 121. 


DIFFÉRENTES FORMES DE CONCHOÏDES DE DROITE 


δῇ Υ. 
) I 
ὑ 
ΝΜ 
/M 
Ἱ 
n M K_.- Ι 
0 À À fi (ὦ pi FE à 
εὖ d "Ὁ 
Υ Υ: 
l'ig. 119. Ii, 120. l'ig. 121. 
k << d 17 κι ΜὶλὴὶΞΞ Ml") 
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On verra, par la fig. 121 bis, le détail de la boucle 


formée par la fig. 121. 


Lig, 121 bis. — Détail de la ligure 121, dans sa partic centrale. 
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Conchoïdes de cercle ou Limaçon de Pascal. 

152. Maintenant si nous appliquons ce procédé à 
une circonférence, nous aurons une conchoïde de 
cercle. Celle courbe porle aussi le nom de Limaçon 
de Pascal parce qu'elle a été étudiée probablement 
pour la première fois par Élienne PASCAL (1623-1652), 
le père du grand savant Blaise PASCAL. 

Avant d'envisager les 
différentes formes que 
peutprendrecelice courbe 
remarquable, nous pou- 
vons établir facilement 
son équation polaire 
(fig. 122). 

Soit une.circonférence 


ΕἾ. 122. — Jiqualion polaire 


de diamètre OÀ — 
᾽ ἀκ Ὁ du Limnmaçon de Pascal. 


Prenons le point O pour 


pôle el augmentons le rayon vecteur OB d'une quantité 


couslante BC — k. Les coordonnées du point G seront : 
o'== ΟΣ κοι 0 = AOC: 


Dans te triangle rectangle OBÀ on à ΟἹ" = ΟΔΛ cos w. 


L'équation du licu C sera donc : 
[1] p = 4 Cosw 1- Κ. (122) 


Si l'on prenait la quantité k = BC’ en deca du point 
[ ; 


B, on aurait : 
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[5] p = acosw— k. (122 Dis) DIFFÉRENTES FORMES DU LIMACON DE PASCAL 


L’équalion [1] devient identique à [2] si l’on y rem- 
place p par —-p ct ὦ par 180° + w. Il suffit donc de 1 


considérer [1] qui est une formule générale. 


153. En faisant varier k, nous aurons ἡ cas diflé- 
renls qui fourniront 4 formes distinctes de con- 


. 
choïdes. 
15: Cas. — La quantité k esl plus grande que le 
double diamètre κα ou lui est égale (k => 2a); alors o, 
toujours positif, décroîl de Καὶ + a à k — a et l’on ob- 
Licnk la figure 123. l'ig, 123. Fig, 124. 
2e Cas. - - La quanlilé k est comprise entre 2a οἱ a. A τὸν πῆς Ὁ Limaçon acnodal. 


Le résullal est le même, avec celte différence cepen- 
dant (fig. 124) que la courbe subit une inflexion en B 
vers l’axe polaire ; on dit le limaçon acnodat, 

9 Cas. — La quantité k égale le diamètre a. Si on 
fail varier ὦ de oo à 1809, ρ diminue de 24 à o ct l'arc 
de la courbe arrive en O langentiellement à l'axe des 
x. La courbe présente donc en cel endroil un point de 
rebroussement ct prend Ie nom de cardioïde ou limaçon 
cupsidal (fig. 125). 


40 Cas. — La quanlilé k est plus pelile que le 
. x DE : : ge: I. 125, l'ig, 120. 
diamèlre a. Dans ces condilions (fig. 126) la courbe EME : 1 
Γ ΟΡ ἘΞ Cardioïde ou Limaçon Limaçon crunodal. 
passe encore par Le point O, mais à partir de ce mo- cuspidal. 


ment, elle forme une boucle qui revient en O et donne 
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finalement une branche symétrique de la première. 
Elle présente ainsi un point double el prend le nom 
de limacçon crunoddl. 


154. IREMARQUE. — On peut voir dans la fi- 
sure 125 qui représente le 3 cas, celui ou la quan- 
πὲ égale le diamètre de la circonférence intérieure, 
que la courbe ainsi engendrée n'est autre qu'une 
epicycloïde. 

En cflet, si nous imaginons un deuxième cercle 
roulant sur Îe premier, un point de la circonférence 
parti de O reviendra en O après avoir fait un tour 
enlier, le point À étant le sommet de l’épicycloïde 
(v. n°147). 


155. Équation cartésienne du Limaçon de Pascal. 


Si, dans la formule [1] du n° 152, on remplace 


Ἴ; Lis Te 


COS ὦ par ΧΡῚ Οἱ ρ par ν αὖ + ἢ, 


on ἃ l'équalion cartésienne du Limacon de Pascal, 


οι : 


+= -Ὁ Κα V2 + 3 
(123) 


ON + 


UE “τὰς -. 


(Ὁ + — a} = ῖ (5 + y). 
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LA STROPHOÏDE. 


Strophoïde droite : Équation polaire et équation 


cartésienne. 


γέ 


156. Soient deux axes 
rectangulaires XX’, \ Y’ 
et un point fixe À sur 
l'axe des x (fig. 127) ; du 
point À menons une 56- 
cante mobile AB. De B 
point d’inlersection avec 
l'axe des y, porlons de 
part ct d'autre decetaxe A 
sur AB ou sur son pro- 
longement, deux seg- 
ments BI, BE tous deux 
égaux à ΒΟ ; on demande 
le lieu des points 1 οἱ 1”. 

Cherchons l'équalion 
polaire de la courbe οἱ 
soil ὦ l'angle BAX ; sui- 


vant que nous considé- Ne 
rons Îles points 1 et T Fig. 127. — Slrophoïde 
droite. 


nous aurons pour valeur 

de p : AB + Blou AB— Bl et comme BI — BI’ — BO, 
nous aurons pour p — AB + BO οἱ en considérant le 
Lriangle AOB, nous pourrons écrire : 
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a 
.-- "» ι ἘΞ Ξ es -- Y à - 
p = ΑΒΞΕΒΟ ou ρ PA Ια Lg w ; 
d'où : 
he dt \ 
[1] ἜΣ α (τ ΞῈ 5ἴῃ ) ι (1 24) 


COS W 


157. lrenons rnaintenant pour coordonnées recli- 
lignes les deux axes OX et ΟΥ̓. Dans le triangle rec- 
tangle ATIT, on ἃ: 

ατ-ἰὰ τ ριοοδῶ et ο = p sinv; 
cl aussi : 
Do EN CES EE DRE 


Si dans l'équation [1| nous remplaçons sin w ct 


l a +T ; 
cos ὠ΄ par leurs valeurs T ct——— , ce qui donne 
᾿ 


0, = + αἱ], puis p? par sa valeur, nous oblicndrons 


l'équation en coordonnées carlésiennes : 
pe (@—a?) — αϑ (a+ αἢ — 0 
et divisant par 4 + τ: 
[2] 1} (α --- αἹ--- 2% (4 + x) = ο. (120) 
De cette dernière équalion, on Lire successivement : 


DC ES 
# | ὑπ ν ΟἹ ἡ Ξ ἘΞ αὶ 


ἅ--ι 


On voit par cette dernière forme qu'à chaque valeur 
de x correspondent pour y deux valeurs égales οἱ de 
signes contraires ; la courbe cest donc symétrique par 
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rapport à l'axe des 4. L'abscisse + ne peut pas recevoir 
de valeurs posilives supéricures à a, ni de valeurs né- 
galives inférieures à — αἱ; la courbe est donc lout 
entière comprise entre deux parallèles menées à une 
distance a de l'axe des y. 

Quand x varie de — a à o, y est négalil et conserve 
des valeurs finies ; y s’annule pour + - -α el pour 
x — 0. Lorsque x varie de o à + ἃ, y est positif οἱ 
croil de o ἃ + + ; la courbe se rapproche alors indéfini- 
ment de la parallèle Δ qui est une asymplote. 


Strophoïde oblique. Ses équations. 


158. Dans un cercle de rayon R (fig. 128), menons 
deux diamètres obliques OAB, PAQ et prenons sur 
une sécante OD, deux segments CD = ΟἹ. Appelons w 
l'angle DOA ct α l'angle PAB ; cherchons le lieu du 
point 1. 

On ἃ d’abord : 


OD — 2 R cos w 
οἱ 
ῷΟ ἢ 
Mais puisqu'on ἃ ΟἹ — CD -- ΟἹ) ---- OC, nous pou- 
vons écrire : 


Re Cr AT ALERT 
er — 7 Ξ , 
R sin (a — «) 


MOREUX, — Géométrie analytique. 13 
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at p 2sin (a — w) COS w — sin α 
| Ra sin (4 — «w) 
et en appliquant les formules connues : 


sin (a + b) + sin (a — δὴ = ἃ sin a cos b, il vient : 


p : sin (a —2) 


R sin (α — ὦ 


En appliquant les formules de transformation, on 


Fig. 128. — Strophoïde oblique. 


obtient l’équalion carlésienne suivante : 


(a? + y?) (α sin α — y cosa) = 


R (x? sino— 21} cos a — y?sin a). (120) 


à 
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La courbe dont il s’agit a reçu le nom de sirophoïde 
oblique. 

La strophoïde a été étudiée par de nombreux géo- 
mètres parmi lesquels nous citcrons GUIDO GRANDI 
(671-1742) ; TORICELLI (1608-1647); DE MorvrE (1667- 
1794) ; QUÉTELET (1700-1874) ; DANDELIN (1774-1847); 
CHASLES (1793-1880) ; BooTH (1806-1878). 

Ceite courbe est connue sous différents noms tels 
que : Logocyclique; Ptéroïde; focale à nœud; cucu- 
maïde, οἷο. 


OVALE DE CASSINI... — LEMNISCATE. 


159. On appelle ovale de Cassini (1) du nom du 


Fig. 120. 


savant qui l’a étudiée le premier, la courbe qui est le 
licu géométrique des points dont le produit des dis- 
tances à deux points fixcs F οὐ 1 cst égal au carré 
d'une longueur donnée a (fig. 129). 


(1) H s'agit de J. Dominique Cassini (1625-1919) qui fut, pour 
ainsi dire, le premier dirocteur de l'Observatoire de Paris. 
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Soient les foyers FI” pris sur l'axe des x et O\ l'axe 
des y élevé perpendiculairement à l'axe des x au point 
O milieu de FE (fig. 129). 

Cherchons le lieu du point M tel que l'on ait : 

ME x ME = ΤΣ 

Posons ME = r ;, ΜΙΝ = r° ; FI = oc οὐ abaissons 
MP perpendiculaire sur l'axe des æ; on ἃ dès lors 
OP = x οὐ l’on peut écrire : 

[4 Hd ete 
mais nous avons également : 


15 τὸ, 53. - (ὦ — 6) 
rè= 5 (Cv + c}. 
Remplacçons r? el r'? par ces valeurs dans {1} élevée 
préalablement au carré, il viéndea : 

Bb]  @iyré—iém=a (47 
C'est l'équalion carlésienne de l’ovale de Cassini. 
160. Pour trouver l'équation polaire, il suflira de 

remplacer dans [2] 2 el y par p cos ὦ et par P Sin ὦ en 
désignant par p le vecteur OM et par ὦ l’angle que fait 


p avec l’axe des x el il viendra : 


(035 + ε5)} — le? p° cost w — αἱ — 0 
ou 
[3 pt — 20282 cos λὼ + εἰ — αἱ Ξε ὁ (128) 


équation polaire de l’ovalie, 
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Différentes formes de la courbe. 

161. IL sortirail du cadre de cel ouvrage élémen- 
laire de discuter les formules précédentes pour exa- 
miner les cas qui peuvent se présenter οἱ il nous suf- 
fira de faire observer que : 


Fig. 130. — 1er cas : 2 ovales distincts. 


Fig. 131. — 29 cas : un seul ovale. 


10 Si a est plus grand que c (a => c), la construction 
de la courbe donne lieu à deux ovales fermés 
(fig. 130): 
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mes Fev) . : 
20 Sia—c V2 ,on obtient l’ovale unique de la 
figure 131 ; 
3 Si l'onac<a“<a V2 ,l’ovale se déforme 
et s’aplalit vers l’axe des y (fig. 159); 


Fig. 132. — 3° cas : oVa'e ap'ati au milieu. 


Lg. 133. — 40 cas : Lemniscale, figure en forme de 8 renversé, 


4° Enfin si l’on ἃ αὶ — c, on obtient une sorte de 8 
renversé auquel on a donné le nom de lemniscale et 
que nous allons étudier à part (fig. 133). 


NCA 


" 
LL 


| 
{ 
| : 
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Lemniscate de Bernouilli. 


162. La lemniscate ἃ été étudiée spécialement par 
Jacques BErNout£Lt (Bâle 1654-1509). Puisque, dans 
ce cas particulier, a = €, on a : (fig. 134). 


FF” — 04 el. FM x FM = ; 


si bien qu’il faut chercher [6 lieu d’un point M tel que 


l'ig. 134. -— Équation polaire de la lemniscate. 


le produit des distances aux deux foyers Let [δ᾿ soil 
égal au carré de la moilié de FE” ou «. 

Appelons ep la distance MO οἱ l'angle de ce vecteur 
avec la droite FI”, les triangles OFM ct OEM nous 


donnent : 
02 + a — 240 cos w — JM” 


TO A2 
6? + a + 249 cos wo — M 
Faisons le produit, il vient : 
(02 + a}? — Aa pt cos ὦ — αἱ. 


Résolvons cette équation par rapport à &?, nous au- 


rons : 
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ΟΣ = 202 (2 COS? -— 1) πὰ 202 COS ἃ ὦ, : (129) 


b 


C’est l'équalion polaire de la lemniscale. 

Où aurait pu, en faisant e — α dans les équations 
[95] et [31 des πὸ 159 et 160, déduire les équations car- 
ésienne et polaire de la lemniscale. La formule [5 
nous donne en effet pour l'équation de la courbe en 


coordonnées carlésiennes 
(τ + y} — 24% (2 — y*) = 0 . (130) 


C’est une équation du 4° degré et l’on voit que toute 
droile y — mx passant par l’origine y rencontre la 
courbe en deux points confondus el ne peut plus ren- 
contrer la courbe qu’en deux autres points : l’origine 
est donc un point double. 

Enfin, en reprenant l'équalion polaire 


093 = χε COS 20, 


on voit que pour que 9 soil réel, 1} faut que cos 2 ὦ soit 
posilif ; il suffira donc de faire varier : 
2 © (16 — 40° ἡ - 909, 


O1 de ΞΞ ἠδ᾽ à + 490, 


Si l’on mène deux droites à 459, la courbe sera tout 
enlière comprise entre ces deux droiles inclinées de 
45° sur l'axe polaire (v. fig. 133). Elle est en outre 
symétrique par rapport à cel axe, car à des valeurs 
ἀν ὦ égales et de signes contraires correspondent 


ΞΡ. 
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des valeurs égales de » ; celle est également symélrique 
par rapport à ΟἽ. 

Enfin,si ὦ croit de o à 459, cos 2 ὦ décroilde 1 à ὁ el 
la valeur positive de 5 décroîitde a γί 2 ἃ ο. Tout l’en- 
semble est symétrique et représente, comme nous 


Pavons dit, un ὃ renversé. 


LES SPIRALES. 


163. Une spiraie cst une courbe qui tourne autour 
d'un point ct qui généralement esl coupée en un 
grand nombre de points par loule droile qui passe 
par le centre on pôle. IE y a donc avantage lorsqu'on 
éludie les spirales à obtenir leur équation en se ser- 
vant des coordonnées polaires. 

Un ressorl de montre ou de pendule, lorsqu'il est 
détendu, donne un bonne idée d’une spirale, mais 
celte dénomination de spirale n'indique qu’un genre 
de courbes qui se ressemblent de fort loin. Nous al- 
lons constaler en étudiant sommairement quelques- 
unes d’entre ciles, les plus remarquables el les plus 
connues, qu’en réalité on ne peut confondre une spi- 


rale avec une autre. 


Spirale d’'Archimède. 


164. Celle spirale ἃ reçu de longuc date le nom du 
famcux géomètre ARCHIMÈDE, le savant de Syracuse 
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qui vivail au 1e siècle, mais clle ἃ probablement été 
éludiée avant lui par CONON de Samos. 

Voici un moyen facile de la concevoir : Imaginons 
un mobile animé d’une vilesse uniforme el qui s’é- 


SPIRALE D ARCHIMÈDE 


Fig. 136. —Tiquation polaire 
«le la spirale. 


Ἰὰς. 135. — Construclion 
de la spiral:, 
loigne d’un centre O sur une droite OX, Après chaque 
unilé ce Lemps, il devrait atteindre les points r, 2, 3, 
h,elc. (fig. 135) ; mais nous allons supposer qu'en 
même temps la droite OX tourne, elle aussi, d’un 
mouvement uniforme (sens contraire aux aiguilles 
d'une montre dans la figure 135). Les distances à O et 
les arcs parcourus étant proportionnels aux temps, il 
est évident que notre mobile occupera les points 
marqués ἃ, 3, 4, 5, elc., sur la courbe qui est la spi- 

rale d’Archimède. 


«Ὅλ 


." 
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D'après ces indications, la courbe est facile à cons- 
truire. Sur notre dessin, on a supposé que le mobile 
avance de une division pendant que la droite lourne 
de 450 ; le vecicur p augmente donc de l’unité linéaire 
envisagée. 

Après un tour entier le rayon vecleur revient À sa 
position précédente, il a tourné de 3609 ou 5 π, mais 
le mobile s'est Cloigné de huit divisions (sur la fig. 135) 
c'est-à-dire d’une quantité { qui est constante; cette 
quantilé Lest ce que l’on appelle le pas de la spirale. 

D'après ces considérations, l'équation polaire de la 
spirale d’'Archimède va être facile à établir. Soient 
deux points M, M° de la courbe ; o, p leurs vecteurs 


respectifs ; d’après la définition de la spirale, on à : 


FE 
e te 


es τος ἐς él aussi | + = —— [1] 


ἢ (1) 27H 


car le pas (ἢ de la spirale est le vecteur qui corres- 
x . ἐμ} Ε 
pond à ἡ droils ou 4π: ct — représente Île rap-: 
2T “ 
port de l'angle MOX à 4 droits. 
De [1] on Lire pour la valeur de » : 
l 


0 = ω OÙ ὃ — &w en posanl 
27 AT 


Ainsi, l’équalion polaire de la spirale d'Archimède 


est 
= jt (131) 
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a étant une constante οἱ ὦ pouvant prendre Loutcs Les 
valeurs depuis — jusqu'à 4 «. Pour ὦ = 0, on 
ap — 0; la courbe passe donc par 16 pôle οἱ elle y 
est tangenLe à l’axe polaire. Pour que o devienne inlini, 
il faut que ὦ devienne infini, c’est-à-dire que Ie mo- 
bile ait décrit une infinité de circonvolutions autour 


du pôle. 


Ÿ 
# 
X 
τὰς. 137. — Autre forme de la L'ig, 135. — Excentrique 
spirale d’Archimède, ο cœur, ἃ profil do 
spirule. 
165. Cas parliculier. — On peut envisager le cas 


où le mobile générateur de la spirale-ne parle pas du 
pôle, mais d’un point A situé sur ON (fig. 137) à une 
distance OA du pôle Ὁ. Posons OA — b. Dans ces con- 
dilions, l'équalion polaire ne sera plus p — av, mais 
on aura : 


p—= αὼ + ὃ. (132) 
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166. On associe souvent ces deux spirales dans les 
ornements d'archilecture nommés volules : en Méca- 
niguc la spirale d'Archimèéde est employée pour faire 
mouvoir cerlaincs cames (v. Pour comprendre la Mé- 
canique). 

L'excentrique en cœur que représente la figure 158, 
par exemple, el qu'on emploie pour transformer ua 
mouvement circulaire continu en un motuiyement rec- 
iligne allernatif et uniforme, 65} composée de deux 
partics de spirale d'Archiméde accolées οἱ symé- 
lriques. 


Spirale hyperbolique (fig. 134). 

167. On peut définir la spirale ΠΥ perbolique comme 
élant le Του des points dont les rayons vecleurs sont 
inversement proportionnels aux angles qu'ils font 


avec l'axe polaire. Son équation polaire est : 


ΠΟ ὦ τ 0, "on ἃ Ὁ = οὐ, Οὗ ΠΟΤ" ρ ΞΞ Ο, Οἷχλ ἃ ὦ ΞΞ Ὁ». 
La courbe fait donc une infinité de circonvolutions 
autour du pôle qui est un point asymptolique. 

L'équation précédente nous donncp w — a; lc pro- 
duil sw est donc constant; il s'ensuil que l'arc de 
cercle de rayon p compris entre un point de la courbe 
ct l'axe polaire est conslanL et égal à « qui est le para- 
mélre de Ia courbe. 
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Dans la figure 139, on a donc pris les arcs aa’, bb”, 
cc”, etc., égaux cntre eux; de là vient cette particula- 
rité que la courbe à partir de a (en allant vers k) pré- 
sente une branche asymptotique rappelant celle de 


X'ig. 139. — Spirale hypcer- Fig. 140. — Spirale loga- 
bolique (sa construction). rithmique, 


lhyperbole, d'où ce nom de spirale hyperbolique. Au 
reste, ce n’esl pointle scul rapprochement qu'on puisse 
faire entre les deux courbes. 

L'équation de la spirale hyperbolique peut 86 
mettre sous celle forme : pw = «a (conslanle) ; or, nous 
avons vu (Géom. dans l'espace, n° 167) que l'équation 
de l'hyperbole équilatère est ty — constante; celle-ci 
pouvant être k ou k? ou 1/k. 


Spirale logarithmique. 


168. On peul définir la spirale logarithmique le 
licu des points dont le rayon vecteur croît en progres- 
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sion géométrique, lorsque l'angle polaire croît en pro- 
gression arilhmétique (fig. 140). 


L'angle polaire étant ; a un nombre positif donné 
et Κα une longueur adoptée, l'équation polaire de la 
spirale logarithmique est : 


po = ka. 


Ainsi, aux valeurs de ὦ croissant à parlir de zéro en 
progression arithmétique : 


0,4) 20,109 Οὐ + 


correspondent des valeurs de p croissant en progres- 
sion géométrique : 


k, ka , kax , καθὰ οἷς, 


On démontre que tous les rayons vecteurs coupent la 
spirale sous Ie même angle ; par conséquent, on peut 
dire que le cercle est un cas particulier des spirales 
logarithmiques, celui où l'angle constant sous lequel 


les rayons coupent la courbe est droit. 


La spirale logarithmique est employée dans l’indus- 
trie pour le profil de certaines cames, οἱ récemment 
on s’en est servi pour des règles à calcul. 

Elle ἃ été étudiée autrefois par Jacques BERNOUILLI 
dont nous avons déjà parlé à propos de la lemniscate 
(n° 162). 
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Spirale lituus. 

169. Celle spirale, qui ressemble à une crosse d'c- 
vêque (liluus), d'où son nom, ἃ ὀϊό cindiée au xvIie 
siècle par le mathémalicien CoTEs (1722). Trés pres- 


sée au centre, elle ne tarde pas à s’élargir démesuré- 


Fig. 141. PU NEIS 142; 
Spirale liluus. 


ment à partir d'une cerlaine distance (fig, 141 οἱ 142). 
Son équation polaire est : 

a 
Vo 


Ainsi, la propriélé caractéristique de celle courbe 


eo = d (conslanteÿs où Ὁ = 


est que l'aire de Lout secteur circulaire MO m ou αϑ est 
constante οἱ égale à co (fig, 142). 

Envisagce sous la seconde forme énoncée, l’équa- 
Lion montre immédialtement que si ὦ lend vers zéro 
re CE 


==, 
VE 


où cest très pelil, soite sa valeur, on ἃ p — 
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tend donc vers l'infini ; le rayon vecteur s'allonge et 
rampe près de l'axe polaire qui est alors une asymp- 
tote, 

Quand ὦ devient très grand, le vecteur devient très 
pelit et tend vers le pôle ὁ qui esL un point asympto- 
tique. 

Cette courbe est intéressante pour l'astronome, car 
c'est celle qui ressemble le mieux à la forme qu’affec- 
tent les nébuleuses spirales. C'est pour cette raison 
que je l'ai appliquée à l'étude de la formalion du 
système solaire dérivant d'une nébuleuse de ce genre. 
On verra le développement de ma théorie el l'étude de 
la spirale liluus dans mon ouvrage: Origine el For- 
malion des mondes, auquel je renvoie ceux que la 
queslion intéresscrait. 

Arrélons ici l'élude des courbes les plus remar- 
quables. Unc foule d'aulres se présentent en ce mo- 
ment à mon espril, mais la place nous cst limilée ct 
suivant le mot du poète : « Qui ne sut se borner, ele...» 


MOREUX. — Géométrie analytique. 14 


ONZIÈME LESON 


COURBURE DES COURBES PLANES. 
LE RAYON DE GCOURBURE 


La notion de rayon de courbure et l'applicalion de 
celle notion aux différentes courbes sont souvent 
omises dans les Traités de Géométrie analytique. 
Malgré cela, j'ai jugé opportun d'en parler dans celle 
simple Inilialion ; non point que je veuille aborder ce 
sujel avec de grands développements — le programme 
que je me suis imposé m'en empêcherail — mais je 
voudrais munir mon jeune lecteur des notions qui 
sont indispensables pour la compréhension d'une 


élude plus approfondie. 


Courbure totale et courbure moyenne d'une courbe. 


170. Considérons une courbe plane convexe MM” 
(fig. 143); on appelle courbure tolale de la courbe, 
l'angle que forment entre celles les directions du pre- 


_ 
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mier et du dernier élément de la courbe; ces direc- 
tions sont Îles langenies menées aux deux points 
extrêmes M, M; par conséquent, la courbure Lotale 
sera l’angle « que forment entre elles les tangentes 
menées en M οἱ en Μ΄. 


0 0 


L'ig. 143 — Courbure et 
courbure moyeune, 


L'ig. 144 — Courbure d'une 
courbe en un point M. 


En supposant un mobile partant de M dans le sens 
de la flèche, on peut dire que l'angle « indiquera la 
dévialion qu'il aura subie, à partir de M, lorsqu'il 
arrivera en M'(fig. 143). 

a courbure moyenne est maintenant facile à définir : 
il nous suflira de diviser l'angle α par la longueur de 
l'arc, nous obliendrons en somme la dévialion moyenne 
le long du parcours. Ainsi : 
angle « 


courbure moyenne = —"<—— . 
ÿ arc M M 
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Courbure et rayon de courbure d’une courbe en un 
point. 

171. La courbure d’une courbe en un point déter- 
miné cest tout aulre chose. Soit encore un arc de 
courbe MM (fig. 144) el supposons que M’ se rap- 
proche de M ; à mesure que sa distance diminuera, la 
courbure moyenne varicra οἱ Lendra vers une limite 
déterminée que nous appellerons courbure de la ligne 
au point M. Cette limile est donc la courbure d'un arc 
infiniment petit par rapport à l'unité de longueur, cel 
arc comtnençant au point M. 

Soil Μ᾽ (Πρ. 144) un point infiniment proche de M 
οἱ mesurons les Langentes en M et en M”; soile l'angle 
formé par ces deux Langentes el As l'élément de courbe 
entre M el M”, nous appellerons courbure au point M 


la limite du rapport -= de l'angle des tangentes à la 
| As ξ ν 


longueur Δὲ d'un élément infiniment petil d'arc 
compté à partir de ce poin£. 
Ainsi, alors que la courbure moyenne est un rap- 


port de deux grandeurs bien définies la cour- 


œ 
arc MM!” 
bure en un point est la lümile d'un rapport dans le- 
quel cnirent des éléments infiniment pelils. L'anglee 
considéré s'appelle angle de contlingence, H est égal à 
angle que forment entre celles deux normales à la 


courbe, c'est-à-dire deux perpendiculaires aux lar- 
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gontes menées par les extrémités de l'arc infiniment 
petit, de même que l'angle des normales MO, M'O, 
dans la figure 143, égale «, 

Revenons encore à la figure 144 : la limile du point 
de rencontre de deux normales menées par deux points 
infiniment voisins, donne ce que l’on appelle le centre 
de courbure de la courbe au point considéré, Ainsi, O, 
Jimite de l'intersection de MO οἱ de MO (normales 
infiniment voisines), est le centre de courbure de [ἃ 
courbe MM au point M, οἱ la normale MO, limitée 
au contre O, est désignée sous le nom de rayon de 
courbure, mais ceci demande une nouvelle explicalion, 


au demeurant très simple. 


Application au cercle; cercle Ce courbure. 


172. Nous avons vu que la courbure d'une courbe 
en un point est donnée par la limile d'un rapport ct 


qu'on a toujours : 


[1] - Courbure en un point = lim. —— . 
AS 

Appliquons cetle formule à la circonférence d'un 
cercle de centre O οἱ de rayon R (fig. 145). St nous 
considérons un arc MM quelconque, l'angle e obtenu 
au moyen des deux langentes, est toujours égal à 
l'angle des deux rayons OM, OM’ qui aboulissent aux 
extrémilés de l’arc; mais si l’angle est évalué en 
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radians (v. Trigonomélrie) nous savons que l'arc Ν Μ᾽ 
est égal au produit de l'angle € par le rayon R, ou : 


[5] arc MM’ = εἴϊ. 


Fig. 145. — Notion de cour- Fig. 110. -— Rayon de cour- 
bure app'iquée au cercle. bure d’une courbe en un 
point M. 


La courbure en M, d'après les formules [1] et [2] est 

donc : 
courbure en M = = = 2, 
εἰ R 

Ainsi, dans un cercle quelconque, la courbure est la 
même en tous les points de la circonférence el elle 
est égale ἃ 1/R, c'est-à-dire à l'inverse du rayon. 

Le cercle ayant une courbure constante, il était donc 
tout naturel de le prendre pour lerme de comparaison 
el de faire connaitre la courbure d’une ligne en un de 
ses points, en donnant le rayon du cercle dont la 
courbure est la même. 


4 
J 
* 


COURBURE DES COURBES PLANES 215 


Ceci bien compris, on appellera donc cercle de 
courbure à une courbeen un point M, le cercle lan- 
gent à la courbe en M (fig. 126), qui ἃ même cour- 
bure que celte dernière en M et qui lourne sa conca- 
vilé du même côté, Son centre G cest le centre de cour- 
bure de la courbe en M, οἱ son rayon est le rayon de 
courbure au même point. Οὐ rayon de courbure, lors- 
qu'on l'applique à la courbe considérée, est généralc- 


men désigné par 0. 


Recherche de l'expression du rayon de courbure. 

173. Habituellement, on fail usage des dérivées 
pour trouver l'expression générale du rayon de cour- 
bure d'une courbe quelconque et on applique le résul- 
lat à des courbes particuliéres, lorsque la chose est 
possible ; mais dans nombre de cas, il paraît préié- 
rable d'employer des formules lirées des propriétés 
des courbes qu'on éludie et qui reposent sur des dé- 
monstirations géométriques. 

Cetle dernière méthode offre aussi lFavantage de 
micux faire saisir le mécanisme par lequel on arrive 
au résullal cherché. Quelques exemples judicicusc- 
choisis inilicront le lecteur à ces procédés que les 
mathématiciens semblent, hélas! trop délaisser à 
l'heure actuelle. Sous prétexle, en effet, de faire de la 
Géométrie analylique, on en vient peu à peu à délais- 
ser la vraie Géométrie. 
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Nous nous borncerons, ici, à chercher le rayon de 
courbure dens les coniques el dans la cycloïde. 


Rayon de courbure en un point d'une ellipse. 


114. Considérons deux points voisins M el N (fig. 
147) apparienant à une 
courbe elliptique. Me- 
nons les vecleurs issus 
des foyers E,f° aux deux 
points MN ainsi que les 


normales 56 rencontrant 


en C:; l'examen de la fi- 


Fig 4170 -hRayont de τους M'OCAHIONS montre qu'on 
PE en un point d’une cl a, les lettres grecques 
γὴν désignant des angles : 

ÀA=$+y—0+ 0x d'où ὃ-- β-- γ-- α 
L'oE=G+i=u+6 d'où ὃ--β τα --ἕζ 
donc 

y—a—a—t OU “25. πὸ γ τ ζ {1}: 


Maintenant en K° (fig. 148), menons F'If perpen- 
diculaire à ME”, puis en , FK perpendiculaire à NF 
ct enfin de N, abaïissons NP perpendiculaire sur ΕΜ 


prolongée : nous allons chercher la valeur de + et de €. 


MN PN 


On ἃ : ἃ — el -Ξ 


0 
des triangles semblables MNP οἱ ΜΕῚ: 


οἱ aussi, en raison 


| 
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MN MH PN 
Ἐκ) = Se Qu MN = MI x = MH x +. 
Ainsi, MN = ΜῈ x y d'où y ν, 
x MN 
0 ‘ail le Le nn) — 
a verrail de même que (4 NK 


l'ig. 148. — Recherche du centre de courbure pour ur point 
de l’ellipse. 


L'équalion [1] devient donc : 


2MN ΜΝ MN 
PS A CNE MK 


À la limile, M sc confond avec Netil vient : (voir 
figure 149) : 


3 {| Ι [À ΓῚ 

SR VON Women 4 à 

- ΜΠ Ἵν NIK el en réduisan!l 
ΩΣ MIT + MK [2 
p MH X MK ᾿ 
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r Ve p" 
el Mk — 


Mais : ΜΗ — 
cos b cos Ê 


Inlroduisant ces deux valeurs dans [2], il vicnt suc- 


cessivemen£ : 
UNE re 1" NF; Mage 
2 cos cos 6 cos É {+ r)cosf | 
P D ot M AL NES ἢ ἢ IT 
cos: οὐδ COS 


AULCOS ἢ. 


ΓΗ͂ 
d'ou l'on titre 
1 Œ& COS ΠΝ Ν 
ms -Ξ ΚΕΘΟΒΊΡΕ οι ρ- --οο---, [3] 
p IT u cos É 
Mais : 
li μ᾽ 
rie οἱ = + 
οὐδ᾿ cos f 


(voir la figure 149 οἱ la figure 150). Substiluant ces _ 


dernières valeurs dans [3[, il vient : 


ἐμ} ι" hh' ὅν 
= = mm ἰα 


cos? 5. a cos «cost 6 
Mais il est facile de démontrer que hh° = b? d'une 
façon générale. En effet (fig. 150) il suffil de tracer la 
circonférence ayant 24 comme diamètre οἱ de mener 
une tangente TT’ dont nous appellcrons À et } les 
distances aux foyers. Les triangles ombrés, dans la 
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figure 150, sont égaux et l'on peul écrire : 


hi — AI χ ΑΙ" (Géom. plane, n° 164) 
ou 
μι =(a—c) (a +0) = αδ --- εὐ τὸ D 
(Géom. dans l'espace, n° 98). 


A AW À 
TR - "ἮΝ 


Fig. 149. Fig. 150. 


Remplaçant donc Ah dans [4] par b? on a-finale- 


men. : 
b® | "" Ι à 
p= ———— OÙ p=— 4 ---- [5] 
acostÿ Œr 0 SCO E 
- b? 
ct parce que le r/2 paramètre p — TT (Géom. dans 
( 


l’espace, n° 117), on aura également : 


Ρ 


Pt COS 0e 


Telle est l'expression du rayon de courbure en un 
point quelconque de l'ellipse. 
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Si M vient à l'extrémité du grand axe, Ê — ὁ ct 
cos Κ — 1, d’où en ce point p = p. 
Si M vient à l’extrémilé du petit axe, on ἃ 


1 b . 
b — acos£, d'où cos 6 -- — et [5] devient : 
a 
] 5 DE ει 
»] =— --- - À ; τ ἘΞ .---- τ“ 
' a ῥ5 b 


Fig. 151. Fig. 152. 


Construction pour trouver le rayon de courbure ce 


l’elhpse. 


175. La construction pour trouver le point C, centre 
de courbure, est lout indiquée par les figures précé- 
dentes : du point L, intersection de la normale issue 
de M avec le grand axe (fig. 151), on élève sur LM une 
perpendiculaire jusqu'à la rencontre du rayon vecteur 
ΓΜ; soit P le point d’interseciion ; de P on élève une 
perpendiculaire sur ce même rayon vecleur. Le poinL 
C où il rencontre la normale est le centre de cour- 
burc ctCM le rayon de courbure de l’ellipse au point M. 


᾿ 
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176. Vérifications géométriques et application au 
tracé de l'ellipse. 
Nous avons vu (n° 174) que Le rayon de courbure au 
sommet du petit axe égale p (1/2 paramètre) ou : 


Ces deux expressions peuvert facilement se justifier 
par des considérations géométriques très simples. 

Dans l’ellipse de la figure 1952, menons le vecteur 
LB aboutissant au somanet du petil axe ; on sait que 
[10 = a. En F° élevons une perpendiculaire à EB ; le 
point C où celle-ci coupera le pelil axe sera le centre 
de courbure de l’ellipse au sommet B. Désignons par 
le segment OC ; les triangles rectangles BIC, et L'OB 


qui sont semblables, nous donneront : 


= «««-ἷὐὦ O1 O0 = —— + 


177. La consiructipn suivante est encore plus inté- 
ressante en ce sens qu'après nous avoir fourni la lon- 
gueur des rayons de courbure, clle nous permettra de 
tracer une ellipse sensiblement exacte avec le compas 
(fig. 153). 
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Menons les langentes aux quatre sommels ; joignons 
AB; de l’angle D, abaissons une perpendiculaire DC, 
sur AB; l'endroit où celte perpendiculaire rencon- 


l'ig. 1583, — Rayor dc cour- Fig. 154. — ‘Tracé de l’el- 
bure aux sommets de l’el- lipse par des arcs de 
lipse. cercle. 


trera le grand axe (en (Δ᾽) sera le centre de courbure 
de l’ellipse au sommet À οἱ l'endroit (C) où elle cou- 
pera le pelit axe sera le centre de courbure au som- 
met BR. 

En effet, les triangles semblables C’AD et BOA nous 
donnent : 


AC; b ‘ "5 
RE nt "ΝΣ l'o C0 nd -- 
ns d'où A " Ρ 


me 
. 


Ainsi AC’ nous donne le 1/2 périmètre de l’ellipse 
en fême temps que le rayon de courbure en À, som- 
met du grand axe. 

D'autre part, Les triangles semblables BCD οἱ ADB 
nous perimellront d'écrire : 
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ἜΤ pee Ὁ 


rayon de courbure au sommet du petit axe, el que 
nous avions déjà trouvé par une autre construction au 
n° 170. 

Les cercles de courbure aux qualre sommets de lel- 
lipse constituent un moyen pralique de construire 
unc ellipse dont on se donne les axes. On trace le 
rectangle correspondant au point AB, puis on abaisse 
la perpendiculaire DC, qui donne Get C’. De ces deux 
points comme centres on Lrace des circonférences et 
on oblient sans erreur sensible une ellipse répondant 
aux données. On peul même indiquer la place des 
foyers puisque AC cest le 1/2 périmètre. C'est ce pro- 
cédé qui ἃ élé employé pour décrire l'ellipse de la fi- 


gure 194. 


Rayon de courbure en un point de l'hyperbole. 


178. Nous avons vu au cours de celte Fnitialion 
quels liens de parenté existent entre PeHipse et l'hy- 
perbole. Il n'est donc pas étonnant qu'on arrive, pour 
l'expression du rayon de courbure, à la même for- 
mule dans les deux courbes. 

Il serail fastidieux pour Ice lecleur, de reprendre une 
démonstration toul à fait analogue avec des considé- 
rations géométriques du même genre. 1} nous suffira 
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de dire que dans l’hyperbole, on a pour valeur de p, 


comme dans l'ellipse : 


b°? P 
-τ-Ξοῷ --------.. ΟΙΙ ρο = - 
a cos® P 0 COS ER 


Bien que cette valeur de p soit la même pour les 
trois coniques, il est intéressant néanmoins de la 
trouver géométriquement pour la parabole, car ici, 
Les constructions diffèrent des précédentes. 


- 


Fig. 155. Fig. 156. 


Rayon de courbure en un point de Ia parabole. 


179. Nous n'avons pas oublié que le centre de cour- 
bure d'une courbe est la limite de l'intersection de 
deux normales infiniment voisines. Soient donc (fig. 
155) deux points M, M’ pris sur une parabole de foyer 
IF. Menons les vecteurs FMX et Μ᾿ Χ᾽; angle α — 6. 
Menons les normales qui se reucontrent en N. Nous 


γέ 
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allons montrer que l'angle en [ἡ vaut deux fois l'angle 
N,ou son égal Ν᾽ si nous menons ON’ parallèle à 
NN. 

Considérons l'angle $ extérieur au triangle MOF'; 


nous pouvons écrire : 


ΟΝ “αἷς fi M [D 
= ΜΈ ΕΓ οἱ Le Et >, 
2 3 2 


mais Le triangle MON’ nous donne aussi : 


e cr, 
β ἊΣ M er 


donc : Ν᾽ = 


Décrivons maintenant une circonférence passant 
par M'ME (fig. 196). 


es. 


ἢ Ε (même mesure); mais dans le triangle 

᾿ " RS πο ἘΣ 
MIN, Δ 010 ΞΞ ΣΝ ΞΞΞ Γ᾿ 

| <= - : ἢ .- πο ἤν 

Donc M = Ν οἱ ie triangle est isocèle ; d'ou MT — 
ΜΝ. 

À la limite, 1 se rapproche de la normale ct vient 
au milieu de ΜΝ, rayon de courbure. M'E étant un 
diamètre de la circonférence, MFI — 90° ; donc FI est 


perpendiculaire au vecteur MF. 


Conclusion : Dans la parabole, on détermine Île 


MONEUX. — Géométrie analylique. 19 
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rayon de courbure en menant une perpendiculaire au 
rayon vecteur, soit Ff perpendiculaire à FM (fig. 157} 
jusqu’à la rencontre de la normale en 1. On double 
MI, et N est le centre de courbure. MN est le rayon de 
courbure (ρ) au point M de la parabole. 


C2 Ed ΤῊΝ 
- 


s 
" 
rs 


Τρ. 157. — Rayon de cour- Τρ. 158 — Le rayon de 
bure en un point M dela courbure au sommet 5 de 
parabole. la parabole égale p (1/2 

paramètre). 


Expression du rayon de courbure en un point de 
la parabole. 


180. Du foyer F de la parabole (fig. 159), abaissons 
FP perpendiculaire à la tangente PMT; menons la 
langente au sommet, soil AP; celle passe nécessaire- 
ment par P (n° 100). ΜΠ élant la normale, T est déter- 
miné, comme nous l’avons vu (n° 179), par ΕῚ per- 
pendiculaire au vecteur FM et nous savons qu'on a 
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pour la valeur du rayon (9) de courbure, MI — = 
2 
ou 9 — 2MH. 


Tous les angles marqués α, dans la figure 159, sont 
/ 


Fig. 159, — Rayon de courbure en un 
point de la parabole. * 


égaux par construction ΟἹ il en est de même des angles 
marqués β. Dès lors, nous pouvons écrire : 


PF — MFsina et AF = PFsine, 
Remplaçant PI par sa valeur dans celle dernière 
équation, il vien! : 
AF = Ml sine. 
Mais, à son tour, MF = MI sin α, on ἃ donc, en rem- 
plaçant MF : 
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AE = MI sin «. 


EN ol 
EL comme ΔΕ — -". (p élant le 1/2 paramctire) ct 
2 


ὥ 
que ΜΙ = ——,0na : 
͵ Ο ὃ 7) 
LE æ —— SINŸa OU 0 ΞΞ Ν : 
2 > SIN & 


Mais sina = cos β (angle complémentaire) et l'on ἃ 
finalement : 


Ainsi, le rayon de courbure dans la parabole vaut 
le 1/2 paramètre divisé par le cube du cosinus de 
l'angle formé par le rayon vecteur el la normale au 
point donné. 

Au sommet S de la parabole s — p (v. n° 174 el 

On voit aussi que le rayon de courbure de la para- 
bole a même expression que celui de l'ellipse et de 
l’hyperbole, La formule cest donc bien la même pour 
les trois coniques. 


Rayon de courbure de la cycloïde. 


181, Des considéralions géométriques aussi simples 
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que les précédentes vont nous fournir l'expression du 
rayon de courbure de la cycloïde (fig. 160). 

Soient AMB un arc de cycloïdecetle cercle généra- 
teur de centre O, qui rencontre la courbe en M. Si 
nous prenons Μ᾿ égal à l'arc MI et parallèle à l'axe 
AX, le point M’ appartient évidemment à la cycloïde. 


ALL CA] 

FL ὡς PL del B 
΄ 

΄ - 


Nous admettrons sotis 


démonstration que, si 
une ligne roule sur une 
autre, la normale à la 
courbe décrile par un 
point fixe de la première 
ligne passe par le point 
de contact des deux 
lignes considérées; celle 
proposition est d’ail- 


lig. 160, 


leurs presque évidente. 

Dans ces conditions, on voil que MT est la normale 
de la cycloïde au point M el M'T" la normale au point 
Μ᾽. Nous devons donc avoir TT — Μ᾿ qui égale arc 
IM par construclion. Menons MK parallèle à AX, nous 
aurons évidemment IM' — HK — ΤΊ". 

Maintenant si nous supposons que M’ se rap- 
proche de M, nous allons montrer que dans le triangle 
rectiligne IMI, les de1x côtés ΜΠ οὐ MI tendent à 
devenir égaux; en d’aulres lermes le rapport de 
ΜΙ! à MIitend vers l'unité. Dans ce triangle TMNH, 
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l'angle 1 (ou 1) ἃ même limile que l'angle H (ou 2). 

En effet : angle 1 ἃ pour limite angle 4, puisque 
MT est bissectrice de l’angle KMU (MU tangente au 
cercle générateur), 

D'autre part, angle 2 (ou son égal 5) a pour limite 
angle 3 qui égale 4. 

Donc, à la limite, corde MI — MH = HK ; par con- 
séquent, à la limite, HT, dans le triangle ΜΝ, divise 
MN en deux parties égales; on doit avoir ME — TN. 

H s'ensuit que MN, rayon de courbure de Ja 
cycloïde, vaul ΜΈ, c'est-à-dire deux fois la normale. 


182. Nous lerminerons là cetle Iniliation à la Géo- 
mélrie analylique à deux dimensions. Gelui qui vou- 
drait pousser plus loin cette étude, sera désormais à 
méme, nous espérons du moins, d'aborder des traités 
plus complets où l’on fera usage des dérivées pour 
rer de celle science intéressante tout ce qu'elle peut 
donner. Aussi, conseillerons-nous vivement à nos lec- 
teurs d'étudier avec soin auparavant les deux volumes 
de celle Collection : Pour comprendre le Calcul diffé- 
renliel et Pour comprendre le Calcul intégral. 
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